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内 容 简介 


本 书 内 容 涉及 局 部 域 上 的 调和 分 析 与 分 形 分 析 及 其 应 用 的 三 个 方面 : 首 
先 从 局 部 域 的 基本 知识 入 手 , 介绍 局 部 域 的 运算 结构 与 拓扑 结构 及 其 特征 群 
的 结构 ,作为 本 书 的 理论 基础 . 然后 转 人 局 部 域 上 的 调和 分 析 , 详细 介绍 其 
上 的 Fourier 分 析 、 函 数 和 逼近 论 、 函 数 空间 理论 等 方面 的 基本 理论 与 最 新 成 
R, 并 且 建 立 局 部 域 上 分 形 空间 以 及 p 型 微 积分 的 框架 . 接着 介绍 局 部 域 上 
的 分 形 分 析 , 包括 局 部 域 上 分 形 几何 的 重要 概念 与 定理 、 局 部 域 上 分 形 分 析 
的 核心 问题 之 一 的 分 形 PDE 理论 与 初步 研究 成 果 . 最 后 介绍 分 形 分 析 在 临 
床 医学 上 的 应 用 . 阅读 本 书 需 具备 大 学 高 年 级 的 数学 基础 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数学 系 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 的 教材 ,也 可 供 相关 
专业 的 教师 、 科 研 人 员 及 工程 技术 人 员 参 考 . 
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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 . 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营养 ,获得 教 益 . 

20 世 纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 浩 
动 已 经 破坏 与 中 断 了 10 RE, 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 .当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆续 推出 了 多 
套数 学 丛书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 更 
为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 ， 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 甚 高 ， 影 响 颇 大 ， 对 我 国 数 
学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系统 的 介绍 . 既 注意 该 领 
域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 , 数学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 丛书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 丛书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 ,编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 ， 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 ， 我们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 


杨 乐 
2003 年 8 月 
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20 世纪 70 年 代 中 期 Taiblesonl84] 的 Fourier Analysis on Local Fields 将 
前 人 关于 局 部 域 (local field) 的 工作 做 了 精湛 的 总 结 , 打下 了 局 部 域 上 调和 分 析 的 
基础 . 这 是 调和 分 析 研 究 领 域 中 的 重要 分 支 之 一 , 它 以 局 部 域 为 底 空 间 (underlying 
space), 研究 抽象 调和 分 析 中 的 前 沿 课题 , 包括 理论 探讨 与 实际 应 用 等 多 方面 的 热 
点 问题 , 涉及 物理 、 化 学 、 天 文 、 计 算 机 科学 、 地质、 气象 , 以 及 工业 应 用 中 的 信号 
分 析 与 传输 等 领域 

几乎 同一 个 时 期 ， Mandelbrot831,83 提出 了 “分 形 ” 概念, 开创 了 分 形 几 何 研 
究 的 先河 , 形成 几何 测度 论 研究 的 新 亮点 . 分 形 几何 的 研究 对 象 是 经 典 数 学 无 能 为 
力 或 无 法 处 理 的 当代 科学 研究 领域 或 生产 实践 中 层出不穷 的 不 规则 的 图 形 与 函数 ， 
Mandelbrot 称 其 为 “fractal”, 译 为 “分 形 ”, 例如 , 众所周知 的 处 处 连续 、 处 处 不 可 
微 的 Weierstrass 函数 , 就 是 一 个 分 形 函 数 ; 又 如 熟悉 的 Cantor 三 分 集 是 一 个 分 形 
R. 科学 家 们 很 快 认识 到 , 分 形 是 非 线 性 现象 的 共性 之 一 , 分 形 研究 也 很 快 成 为 非 
线性 科学 的 核心 内 容 之 一 . 

将 所 研究 的 集合 视 为 局 部 域 中 的 集合 , 所 研究 的 函数 视 为 定义 在 局 部 域 上 的 函 
数 , 于 是 , 局 部 域 上 的 调和 分 析 与 局 部 域 上 的 分 形 分 析 把 数学 科学 基础 学 科 之 一 的 
“抽象 调和 分 析 ” 与 刻画 非 线性 科学 共性 的 “分 形 分 析 ” 紧 密 地 联系 起 来 . 这 种 联系 
是 内 在 的 、 本 质 的 , 且 是 由 局 部 域 的 结构 确定 的 . 

局 部 域 是 局 部 紧 、 全 不 连通 、 非 阿 基 米 德 赋值 、 完 备 的 拓扑 域 , 它 有 广泛 的 应 
用 背景 , 例如 , 数 的 二 进 制 与 p 进 制 都 是 局 部 域 的 特例 . 更 令 人 感 兴趣 的 是 “分 形 ” 
所 刻画 的 自然 现象 、 变 量 之 间 的 关系 , 可 以 用 局 部 域 上 定义 的 函数 关系 来 描述 . 因 
此 , 局 部 域 上 的 调和 分 析 与 分 形 分 析 的 结合 与 发 展 便 成 为 必然 . 

在 研究 局 部 域 分 析 与 分 形 分 析 的 同时 , 我 们 发 现 生命 科学 与 临床 医学 中 出 现 的 
新 问题 与 我 们 的 研究 有 密切 关系 . 例如 , 人 类 的 2 万 多 个 基因 , 究竟 哪些 基因 控制 
人 类 的 心脏 , 哪些 控制 肝脏 ? 每 个 基因 的 作用 是 什么 ? 又 如 , 肝癌 的 恶性 程度 与 肿 
瘤 边界 的 形状 (边界 的 分 形 维 数 ) 有 何 关 系 ? 等 等 . 我 们 也 发 现 , 众多 不 断 涌现 出 的 
新 课题 , 都 可 利用 局 部 域 分 析 、 分 形 分 析 等 工具 建立 数学 模型 , 达到 真正 的 数学 量 
化 , 并 推动 生命 科学 、 临 床 医学 与 数学 科学 的 结合 , 使 交叉 学 科 得 到 实质 性 的 进展 . 
所 有 这 些 是 传统 数学 做 不 到 的 . 

写作 本 书 的 初衷 是 向 科学 工作 者 展示 一 个 新 的 研究 方向 局 部 域 上 的 调和 
分 析 与 分 形 分 析 及 其 应 用 , 包括 局 部 域 的 基本 知识 与 近 三 十 年 来 该 方向 的 最 新 科研 


“iv: 前 证 


BOR. 从 数学 基础 理论 开始 , 到 临床 医学 关乎 人 类 生命 的 实际 病例 为 止 , 全 书 一 气 
MR, 形成 一 个 完整 的 自 包含 体系 , 使 读者 了 解 这 个 研究 方向 已 经 做 了 什么 , 正在 
做 什么 , 还 将 要 做 什么 , 也 使 得 有 兴趣 与 有 志 于 这 个 课题 研究 的 科学 工作 者 能 从 中 
得 到 益处 . 

本 书 分 三 个 大 部 分 , 共 7 章 . 一 是 局 部 域 的 基本 知识 (第 1,2 章 ); 二 是 局 部 域 
上 的 调和 分 析 的 基础 理论 (第 3,4 章 ); 三 是 局 部 域 上 的 分 形 分 析 、 理 论 与 应 用 (第 
57 章 ). 第 1 章 介绍 Galois 域 GF(p) 的 基本 知识 与 局 部 域 的 结构 ; 第 2 章 对 局 部 
域 的 特征 群 作 详细 分 析 ; 第 3, 4 章 是 局 部 域 上 调和 分 析 的 基础 理论 , 包括 局 部 域 上 
的 Fourier 分 析 、 局 部 域 上 的 函数 空间 、 以 局 部 域 为 底 空间 的 微 积分 , 以 及 局 部 域 
分 析 与 经 典 分 析 的 深入 比较 ; 第 5 章 转 入 局 部 域 上 的 分 形 分 析 , 包括 分 形 的 基本 知 
识 、 局 部 域 上 的 分 形 集合 与 分 形 函数 、 局 部 域 分 形 分 析 与 欧 氏 空间 分 形 分 析 各 自 的 
特点 以 及 它们 之 间 的 关系 ; 第 6 章 是 局 部 域 上 的 分 形 偏 微 分 方程 (PDE), 给 出 分 形 
PDE 的 基础 性 研究 成 果 与 挑战 性 研究 课题 ; 最 后 , 第 7 章 给 出 分 形 在 临床 医学 中 的 
应 用 . 

相对 于 经 典 调和 分 析 而 言 , 局 部 域 上 的 调和 分 析 与 分 形 分 析 还 非常 年 轻 , 才 30 
余年 , 这 在 人 类 历史 与 知识 的 长 河中 , 几乎 是 一 个 瞬间 . 然而 , 它 却 是 反映 自然 界 规 
律 、 人 类 生命 规律 的 非 线性 科学 本 质 的 有 力 工 具 . 随 着 时 间 的 推进 , 人 类 对 自然 界 
将 有 更 为 深刻 的 认识 , 字 宙 的 本 质 也 将 逐渐 被 揭 开 . 因此 , 可 以 期 望 , 局 部 域 上 的 调 
和 分 析 与 分 形 分 析 及 其 应 用 将 成 为 人 类 认识 自然 、 改 造 自然 的 一 个 有 力 工具 . 

作者 集 长 期 以 来 关于 局 部 域 研究 的 经 历 , 总 结 30 余年 来 南京 大 学 数学 系 调 和 
分 析 与 分 形 分 析 科研 团队 的 科研 成 果 , 其 中 包含 了 最 新 的 研究 成 果 , 如 南京 大 学 数 
学 系 郑 维 行 教授 、 何 泽 霖 教授 、 江 惠 坤 教授 、 王 後 西 教授 、 吴 光 金 副教授 、 阮 火 军 
BE WERE BERE, 以 及 我 们 所 指导 的 博士 朱 月 萍 教授 、 郑 世 骏 博士 、 周 
HRE REUSE FREE BARBE, 本 科 生 彭 云 、 沈 开明 、 顾 庆 松 等 的 
科研 工作 , 都 已 经 列 在 参考 文献 中 , 这 里 一 并 致谢 . 在 写作 过 程 中 , 得 到 浙江 大 学 王 
斯 雷 教授 、 北京 师范 大 学 陆 善 镇 教授 以 及 科学 出 版 社 责任 编辑 的 大 力 协 助 , 在 此 对 
他 们 表示 衷心 感谢 ! 

本 书 试图 从 严格 的 数学 理论 出 发 , 直到 该 领域 的 前 沿 , 展现 一 个 新 学 科 领 域 的 
RE. 在 写作 过 程 中 努力 做 到 由 浅 入 深 , 语言 简洁 , 重点 突出 , 一 气 呵 成 , 希望 读者 
能 从 中 受益 . 然而 , 由 于 作者 水 平 有 限 , 在 本 书 的 取材 、 编 写 等 方面 的 缺点 或 错误 在 
所 难免 , 存在 着 许多 不 尽 人 意 之 处 , 敬 请 专家 与 读者 不 音 赐教 . 


作 者 
2010 年 中 秋 前 夕 于 南京 
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第 1 章 基本 知识 


1.1 Galois 域 GF (p) 


Galois 域 是 研究 局 部 域 的 理论 基础 , 本 节 首先 介绍 Galois 域 的 基本 知识 . 
1.1.1 Galois 域 GF (p)、 特 征 数 p 


从 “Abel 群 " 与 “ 域 ” 的 定义 出 发 . 

定义 1.1.1 (Abel 群 ) RRA G 中 的 元 素 之 间 具 有 一 个 运算 , 记 为 x, WE: 

(i) 封闭 性 : zy e G > z xy € G; 

(ü) 结合 律 : z,y,z EG= (z x y) x z = z x (y x z); 

(iii) 单位 元 : 存在 关于 运算 x 的 单位 元 ee G, Vz € G > z x e = z; 

(iv) WIG: Va € G, 存在 逆 元 r7? € G, 使 得 rz x z-1 = e; 

(v) 交换 律 : Yz,y EG > z xy = x=. 

则 称 集合 G 为 一 个 Abel 群 . 通常 将 一 个 群 与 它 的 运算 记 为 (G, x), 也 简 记 为 G. 运 
算 z xy, 也 简 记 为 z. y, RAM x, 记 为 zy. 

这 里 的 运算 x, 可 以 是 乘法 、 加 法 , 或 满足 以 上 条 件 的 任何 运算 , 例如 , 对 于 实 
数 集 R, 在 实数 的 加 法 运算 + 之 下 构成 一 个 Abel F (R, +), 其 单位 元 e 就 是 实数 
0; 正 实数 集 R+ = (0, +00) 在 实数 的 乘法 运算 x 之 下 , 构成 一 个 Abel 群 (R+, x), 
其 单位 元 e 就 是 自然 数 1. 

Abel 群 的 例子 很 多 , 请 读者 自行 列举 . 

今后 , 记 实数 集合 为 R, 复数 集合 为 C, 它们 在 实数 与 复数 的 加 法 运算 下 都 成 
为 一 个 Abel 群 . 

定义 1.1.2 ( 群 的 非 零 元 的 阶 ) 在 Abel 群 (G, x) 中 , 对 于 一 个 非 零 元 a € 
GA {0}, 使 得 


a™ =axax:--xa=e (1.1.1) 
成 立 的 最 小 正 整数 m € N 称 为 元 a 的 阶 ; 若 不 存在 这 样 的 正 整数 , 则 称 a WAH 


阶 的 . 

定义 1.1.3 ( 域 ) BRA F 中 的 元 之 间 具 有 两 个 运算 , 分 别称 为 加 法 + SHR 
法 x, 满足 : 

(i) 关于 加 法 +, 集合 F 构成 一 个 Abel 群 ; 
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(ii) 关于 乘法 x, 集合 FN {0} 构成 一 个 Abel 群 ; 
(iii) 关于 加 法 与 乘法 , F 中 的 元 满足 加 乘 分 配 律 


r,y,z € F >z x (u +z) =z x y+ z x z. 


则 称 集合 F 为 一 个 域 , A (F, +, x), 也 简 记 为 F. 

实数 域 (R,+, x). SHOR (C, +, x) 是 最 常用 的 数 域 . 

定义 1.1.4 ( 域 的 特征 数 ) 设 (F, +, x) 是 一 个 域 . 若 对 于 F 的 加 法 而 言 ,的 
所 有 非 零 元 都 有 相同 的 阶 数 , 记 为 p, 则 称 p HIR F 的 特征 数 ， 

域 的 特征 数 对 于 研究 域 的 性 质 与 构造 有 重要 作用 , 下 面 列举 特征 数 的 儿 个 重要 
性 质 , 但 略 去 证 明 , 读者 可 参看 有 关 参 考 书 6187, 

域 的 特征 数 有 如 下 性 质 : 

定理 1.1.1 (F, +, x) 是 一 个 域 , p 是 其 特征 数 . 则 

(1) p 可 以 是 有 限 数 (此 时 p 是 一 个 正 整数 , 称 域 的 特征 数 为 p), 也 可 以 是 无 穷 
大 (此 时 称 域 的 特征 数 为 oo, 也 称 域 的 特征 数 为 零 , p = 0); 

(2) 车 域 F 的 特征 数 p = 0, 则 域 F 与 有 理 数 域 同 构 ( 即 F 的 势 为 No), 此 时 ， 
F 中 含有 可 数 多 个 元 ; 

(8) 车 域 F 的 特征 数 为 有 限 数 p, 则 p 必 为 素数 ; 此 时 , 0 < p < co, 域 F RA 
一 个 有 限 域 . 

定义 1.1.5 (Galois 域 ) 若 F AARI, p 为 其 特征 数 , W p 是 满足 


pxrz=p-z=z+zr+:-+z=0 Vzr€ F (1.1.2) 
p 
的 最 小 正 整数 , 且 必 为 素数 , 这 里 0e F 是 F 的 加 法 零 元 , 此 时 F 中 含 p 个 元 , 称 
这 个 有 限 域 为 Galois 域 , 记 为 GF (p). 
对 于 Galois 域 GF (p) 的 结构 , 有 
定理 1.1.2 Galois 域 GF (p) 与 整数 同 余 类 Z/p FH, 


GF (p) ~ Z/p = {0,1,--- ,p-1}, 
这 里 Z 为 整数 集 , p > 2 为 素数 . 
1.1.2 Galois 域 GF (p) 的 代数 扩 域 F 


定义 1.1.6 (FRM) 定义 Galois M GF (p) 的 扩 域 如 下 : 
(i) 车 域 F 包含 一 个 Galois 域 , F > GF (p), 则 称 域 F X GF (p) 的 扩 域 ; 
(ü) 著 正中 的 每 个 元 都 是 GF (p) 的 代数 元 , El vy e F, 有 


a 
Payt =0, c €GF(p), k=0,1,.--,n, (1.1.3) 
k=0 


1.1 Galois 4% GF (p) csi 


则 称 域 F X GF (p) 的 代数 扩 域 , 记 为 
GF(p)[o], a€ F\GF (p). (1.1.4) 


RF GF (p) 的 代数 扩 域 , 有 以 下 结论 : 

定理 1.1.3 GF (p) 是 一 个 Galois 域 . 则 

(1) GF (p) 的 任 一 有 限 扩 域 都 是 代数 扩 域 , 并 且 可 以 由 GF (p) 通过 添加 有 
限 个 代数 元 得 到 ; 反之 , GF (p) 的 每 个 添加 有 限 个 代数 元 而 生成 的 扩 域 都 是 有 限 
TR. 

(2) GF (p) 的 代数 扩 域 F 是 GF (p) 上 的 线性 空间 ; FF 的 维 数 为 n, 则 称 n 
APR F # GF (p) 上 的 次 数 , WH n=(F :GF (p)). 当 扩 域 的 次 数 为 有 限 数 时 ， 
则 称 其 为 有 限 扩 域 , 否则 称 为 无 限 扩 域 . 

(3) 设 GF (p) 的 有 限 代数 扩 域 为 F, 则 


F=GF(q), 
其 中 q = p°, c € N 为 正 整数 , E. 
c= (GF (q) : GF (p)) (1.1.5) 


为 扩 域 的 次 数 . 
FE, 有 限 代 数 扩 域 = GF (q) 是 Galois 域 GF (p) 上 的 c 维 线性 空间 . 如 
Jk, GF (q) 中 存在 关于 GF (p) 的 一 个 基底 


Pos Piy*** Pe-l, (1.1.6) 


其 中 
meGF(O)，p pe-i € GF (q) \GF (p), 


使 得 va € GF (q), Iyo, ,Ye-1 € GF (p), 有 表示 式 
G = %oPo + V1P1 + `++ + Ye—1Pc—1; (1.1.7) 


34 o Z 0 时 , yo ,Ye-1 不 全 为 零 . 

(4) Galois 域 GF (p) 是 一 个 素 域 , 即 它 不 含 真子 域 . 

由 于 一 个 素 域 或 与 有 理 数 域 同 构 ( 若 它 是 无 穷 域 ), 或 与 整数 同 余 类 Z/p 同 构 
( 若 它 是 有 限 域 ), 因此 , GF (p) ~ Z/p. 

(5) Galois 域 GF (p) 的 有 限 代 数 扩 域 GF (aq) 含有 一 个 与 mod p 同 余 类 Z/p 
同 构 的 含 p 个 元 素 的 素 域 , 即 含有 GF (p). 
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(6) GF (q) 中 有 q = p" 个 元 , 每 个 元 ae GF (q) 都 是 函数 zq — z 的 零点 . 

对 于 给 定 的 p 与 c, 一 切 具有 a = p° 个 元 的 域 都 是 同 构 的 . 进而 , GF (a) 中 的 
一 切 子 域 都 是 形 如 GF (pm) 的 Galois 域 , 其 中 m 是 c HAF. 

GF (q) 中 元 的 具体 表示 如 下 : 

定理 1.1.4 Y GF (q) = GF (p°), p > 2 HRM, cen. WJ 

0) 当 c= 1 时 , GF(q) (0 1,... ,p 1), 且 每 个 元 € GF (p) 都 是 p 次 函 
数 zz — z HER. 

(2) 当 c=2 if, I GF (q) 的 一 个 代数 元 p #4 GF (p), WIFFE ap, a1, 02 € GF (p) 
不 全 为 零 , 使 得 元 p 满足 代数 方程 


ao 十 alp 十 azp2 = 0. (1.1.8) 


于 是 , GF (p°) 中 的 元 以 po = 1、p 为 基底 (1 € GF (p) 是 GF (p) 的 单位 元 ), 表示 
为 
GF (p) = {%:1+%:p: Ym € GF (p)}, (1.1.9) 


且 每 个 元 a € GF (P) 都 是 pP 次 函数 z — z HEA. 
(3) 4 c e N Bf, GF (p°) 中 的 元 以 {1,p1,… ,pe-1} 为 基底 , 表示 为 
GF (p°) = [qo :1+ 1: pr + `: + yepel: YY ,Ye-1 € GF (p)}, (1.1.10) 


且 每 个 元 a € GF (p°) 都 是 p° 次 函数 r — z 的 零点 . 
Galois 理论 是 具有 相当 深度 与 相当 复杂 的 理论 , 这 里 用 到 的 只 是 其 中 最 基本 的 
内 容 . 本 节 参 考 文献 是 [6], [26], [87]. 


1.2 局 部 域 K, 的 结构 


W q = p°, p > 2 为 素数 , ce N. 本 节 介 绍 局 部 域 的 基本 知识 64, 
1.2.1 ”局 部 域 的 定义 
定义 1.2.1 (局 部 紧 域 ) 设 K 既是 一 个 域 (运算 结构 为 +, x), 又 是 一 个 完备 的 
T, 型 拓扑 空间 (拓扑 结构 为 7). 若 它 的 加 群 (K+, +) SHB (K*, x) = (KN {0}, x) 
都 是 局 部 紧 Abel 群 , 且 其 域 运算 (加 法 +、 乘 法 x) 与 拓扑 空间 结构 (拓扑 7) 相 
互 协调 , 即 加 法 + 与 乘法 x: 
(zu) € Kx K — z+t € K, (1.2.1) 
(z,y) € K* x K* — zx € K* (1.2.2) 
在 拓扑 结构 7 之 下 是 连续 映射 , 则 称 K 为 局 部 紧 拓 扑 域 , 简称 局 部 紧 域 . 


12 局 部 域 K. 的 结构 “5: 


JE “50107 WAR, 有 

定理 1.2.1 KK 是 一 个 非 平凡 的 局 部 紧 拓 扑 域 ， 

(1) 车 K 是 连通 的 , 则 它 只 能 是 实数 域 R 或 复数 域 C; 

(2) 若 K 是 不 连通 的 , 则 它 是 全 不 连通 的 . 此 时 , K 是 T, 型 、 局 部 紧 、 全 不 连 
通 、 非 平凡 、 完备 的 拓扑 域 , 称 其 为 局 部 域 . 局 部 域 K 只 能 是 如 下 四 种 情形 之 一 : 

O # K 具有 非 零 有 限 特 征 数 p, 则 K 包含 一 个 与 Galois 域 GF (p) 同 构 的 
素 域 : 
34 c=1 Br, K 是 一 个 p 级 数 域 (p-series field); 
当 c>1 时 , K 是 p 级 数 域 的 c 级 有 限 代数 扩 域 ; 
© # K 具有 和 零 特征 数 ( 即 特征 为 oo), W K 包含 一 个 与 有 理 数 域 Q 同 构 的 
RR: 

当 c= 1 时 , K 是 一 个 p 进 数 域 (p-adic number field); 

当 c>1 时 , K 是 p 进 数 域 的 c 级 有 限 代数 扩 域 . 

本 书 中 , 为 强调 局 部 域 K 对 于 p 与 c 的 依赖 性 , 4 c = 1 时, 记 K 为 Ky; 而 
当 c>1 时 , 记 为 Ka ,其 中 q = p°. 


1.2.2 api K。 的 赋值 结构 


设 Ks = (K,9,9,7) 是 一 个 T 型 、 局 部 紧 、 全 不 连通 、 非 平凡 、 完备 的 拓扑 域 . 
为 方便 起 见 , 在 本 书 中 作 如 下 约定 : 局 部 域 的 加 法 @ 与 乘法 @ 都 简 记 为 z+y,z xg， 
乘法 也 简 记 为 zy 或 zy. 局 部 域 记 为 K, = (天 ,十 , x,7). 

对 于 Ka, 可 以 赋予 非 阿 基 米 德 赋值 . 

定义 1.2.2 ( 非 阿 基 米 德 赋值 ) W F 是 一 个 域 , 若 已 到 [0, +oo) 的 映射 re 
F > |z| € [0, +00), 满足 

(i) |z| > 0, B. |z| =0 & z = 0; 

(i) |z -y| = [al lyl; 

(iii) |z + y| < max {|z| , lul}, BÆ |z| Z lyl, 则 |z + y| = max {|z , lyl}. 
则 称 |z| 为 z e F MEMRAM, 并 称 F A aE FI RRR, 

(iii) 中 不 等 式 常 称 为 超 距 不 等 式 . 

可 以 证 明 , 局 部 域 Ks 是 非 阿 基 米 德 赋值 域 . 

定理 1.2.2 BRRR Ks( 包 括 p 级 数 域 、p 进 数 域 以 及 它们 的 有 限 代数 扩 
域 ) 是 一 个 非 阿 基 米 德 赋值 域 . Ka 赋值 的 值 域 为 


Va € K, > |z| € {q* : ke Z) U {0}. (1.2.3) 
4 c =1 时 , K, 的 非 阿 基 米 德 赋值 的 值 域 为 


Va € K, > |z| e {p" : k € Z) U (0). (1.2.4) 
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后 面 将 逐步 给 出 关于 非 阿 基 米 德 赋值 的 运算 方法 . 
1.2.3 ”局 部 域 K。 上 的 Haar 测度 与 Haar 积分 
1. 局 部 紧 群 上 的 Haar 测度 与 Haar 积分 


每 一 个 局 部 紧 群 , 其 上 存在 平移 不 变 的 Haar 测度 与 Haar 积分 . 

定理 1.2.3 W G 是 局 部 紧 群 , 则 其 上 存在 左 平移 不 变 测度 m 与 右 平移 不 变 
测度 jr, 使 得 对 于 G 的 任 一 个 Borel 集 F c G, 满足 

(1) 左 平移 不 变性 : Va € G > m (aE) = m (E); 

(2) 右 平移 不 变性 : Va € G > p, (Ea) = pr (E). 
E G 是 局 部 紧 Abel 群 , 则 左 平移 不 变 测度 与 右 平移 不 变 测度 相等 , y = jn = jr， 
称 u 为 Haar 测度 : 


Va € G > p (aE) = p (Ea) = u (E). 


以 抽象 调和 分 析 的 常规 方法 可 以 证 明 : 
定理 1.2.4 ”在 局 部 紧 Abel 群 上 , 存在 对 应 于 Haar 测度 的 平移 不 变 积 分 , 称 
为 Haar 积分 , 记 为 
Jro dz, (1.2.5) 


dz = du 是 相应 的 Haar 积分 微 元 . Haar 积分 满足 
[zea = [tias = hia a € G. 
进而 , 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 下 , 局 部 紧 Abel 群 上 的 Haar 积分 是 唯一 确 
定 的 . 
2. 局 部 域 K, 上 的 Haar 积分 


局 部 域 K, 中 包含 了 两 个 局 部 紧 Abel 群 : MH K+ SHH Ks. 因此 , 对 于 
K}, K; 都 存在 相应 的 Haar 积分 . 在 局 部 域 的 调和 分 析 中 , 这 两 个 群 上 的 Haar 积 
分 都 具有 重要 的 地 位 . 本 书 重点 讨论 K+ 上 的 调和 分 析 . 对 于 K;, 其 上 的 调和 分 
析 具 有 更 特殊 、 更 有 趣 、 更 值得 研究 的 性 质 , 在 本 书 最 后 将 给 出 提示 与 思考 . 

对 于 局 部 域 K, 的 加 群 K+, 其 Haar 积分 记 为 


f. reyes, 

Ky 

满足 平移 不 变性 
[tera f f(z)dz, Vae Kç. 
Ka Ky 
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需要 定义 a € Ka\ {0} 的 模 函 数 . 
定义 1.2.3 ( 模 函数 ) W K, 为 局 部 域 , 定义 a e Ka\ {0} 的 模 函 数 a 一 |a| 为 


akre a free 
E f (a)dz J zas ; 


= a] dz. (1.2.7) 


这 里 的 模 函数 实际 上 也 是 K。 上 的 一 种 非 阿 基 米 德 赋值 (K。 上 的 Haar 测度 与 非 
阿 基 米 德 赋值 在 相差 一 个 常数 因子 的 意义 下 都 是 唯一 的 ). 
进而 , FEX 


(1.2.6) 


其 中 d(az) 满足 


d(z,y) = |z — yl, (1.2.8) 


则 K, 成 为 一 个 “ 超 距 空间 "。 

由 此 , 一 个 局 部 域 K, 实际 上 是 一 个 Ts 型 、 局 部 紧 、 全 不 连通 、 非 阿 基 米 德 赋 
值 、 完 备 的 超 距 拓扑 域 

注 “局 部 域 K 还 可 以 视 为 “有理数 域 Q = fz: a€Z,pe n} 关于 非 阿 基 米 


德 赋值 re Kp 一 |z| € [0, +00) 的 完备 化 "91. 
1.2.4 ”局 部 域 K. 中 的 重要 子 集 


利用 非 阿 基 米 德 赋值 来 定义 局 部 域 K, 中 的 一 些 重要 子 集 是 适宜 的 . 下 面 所 用 
的 这 些 集 合 的 名 称 , 例如 素 群 、 环 、 子 环 、 整数 环 、 理想 、 素 理想 、 最 大 理想 、 单 位 
元 素 群 、 分 数理 想 等 , 都 是 代数 学 中 常用 的 标准 的 概念 , 这 里 不 作 详细 介绍 , 读者 可 
参看 文献 [6], [26], [87] 中 的 定义 . 在 局 部 域 分 析 中 , 特别 重要 的 是 集合 在 局 部 域 Ka 
的 非 阿 基 米 德 赋值 之 下 的 表示 、Haar 测度 、 拓扑 性 质 (如 开 、 闭 、 紧 性 ) 28. 

1. Kp 中 的 子 集 

(1) Kp 的 整数 环 ( the ring of integers in Kp) D: 

D = {z € Kp: |z| <1}, (1.2.9) 

CH K, 的 唯一 的 最 大 紧 子 环 (the unique maximal compact subring), 也 是 Kp 的 
既 开 又 闭 昌 紧 的 子 集 , 其 Haar 测度 为 |D| = 1. 

(2) Kp 的 素 理想 (the prime ideal in Kp) B: 


B={re Ky: |z| <1}, (1.2.10) 
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它 是 D 内 唯一 的 最 大 理想 (the unique maximal ideal), 也 是 主 理想 与 素 理想 , 并 且 
还 是 Kp 的 既 开 又 闭 且 紧 的 子 集 , 其 Haar 测度 为 |B| =p. 
(3) K; 的 单位 素 群 (the group of unit in K£) D*: 
D* = (z € Kp: |z| = 1} = D\B, (1.2.11) 
它 也 是 K, 的 既 开 又 闭 且 紧 的 子 集 , 其 Haar 测度 为 |D*| =1- po. 
(4) Kp 的 分 数理 想 (the fractional ideal in Kp) B*: 
BY = {z € Kp: |z| <p *}= 8D, kez, (1.2.12) 
它们 都 是 K, 的 既 开 又 闭 且 紧 的 子 集 , 其 Haar 测度 为 |B*| = p. 
另 一 方面 , MF k > 0, BY 是 K, 的 子 环 . 
易 见 , B = (z € Ky: |z| < 1) = (z € Kp :|z| < p-1) = B. 
$ “以 上 子 集 的 Haar 测度 将 在 2.3 节 给 出 详细 的 计算 . 
2. Ka 中 的 子 集 
对 于 扩 域 Kw 可 类 似 地 定义 以 上 子 集 , 并 且 为 区 分 起 见 , 在 记号 后 加 上 q, 例如 
D(q) = {re Ky: |z| < 1), 
B(q) = (z € Kç: |z] < 1}, 
D* (q) = (z € K; : |z| = 1}, 
BK (q) = {z € Kç: |2|<q"*}, kez. 
1.2.5 ARB K. 的 邻 域 基 
1. K, ARR 
利用 非 阿 基 米 德 赋值 可 以 给 出 K 中 加 法 零 元 0 的 拓扑 邻 域 基 , 即 基本 邻 
域 系 . 
由 于 集 族 {B* c Ky: k e Z) 与 其 中 的 集合 B* 满足 : 
(i) {BY c Kp: k e Z) 是 零 元 0 的 邻 域 滤 系 基 , 且 递减 , Bt+1l c Bk e Z; 
(ü) B}, k € Z, 是 K, 中 的 既 开 又 闭 且 紧 的 集合 ; 
(ii) K,= Ü BY = Ñ Bi 
k=-co 大 = 一 co 
(iv) 商 群 D/B 可 表示 为 
D/B = {0- 6° +B,1- 8 +B,- .(p—1)-6°+B}, 
EH j- 8 + B,j=0,1,---,p-1E BED 中 的 p 个 陪 集 , HARA 


{7-9 +B:j=0,1,---,p—1} (1.2.13) 
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与 有 限 Galois 域 GF (p) 同 构 . 
所 以 (Br). ez 为 Kp 中 的 0 元 的 邻 域 基 , 也 就 是 K, WARRE. 


2. Kq 的 邻 域 基 

只 需 将 K, 中 的 集 B* 换 为 B* (q) 即 可 . 
1.2.6 ”局 部 域 K. 中 元 的 表示 与 运算 

1. Kp 中 元 的 表示 与 运算 

K, 中 存在 一 个 元 6 E Ky, 其 非 阿 基 米 德 赋值 为 |8| = p-!, RA K 的 生成 
元 (也 称 为 素 元 ) 使 得 Vz € Ky, 都 可 表示 为 


T= Eb + Foi ft +--+, (1.2.14) 


其 中 2,,2541,--- € {0,1,---,p—1},8 € Z, FH Vz € Kp, Ts Z 0, Æ (1.2.14) 的 表 
示 下 有 唯一 的 非 阿 基 米 德 赋值 |z| = p7. 

要 特别 指出 的 是 : p 级 数 域 , 记 为 Sp, 特征 数 是 素数 p > 2; p 进 数 域 , 记 为 
Ap, 特征 数 是 p = 0, 它们 的 差别 很 大 . 这 种 差别 也 体现 在 它们 的 加 法 运算 与 乘法 运 
算 上 . 

(1) p RMR Sp: Vz € Sp, 可 表示 为 (1.2.14) R: 


= Tap’ +E Bt H, mozo E (0.1,--.,p-1), 8 EZ, 
加 法 运算 是 不 进位 、 按 位 mod p 加 法 : 对 于 z,y € Sp, 
B= Ep" + Eat +, y= ye Hyp 二 和， 


定义 
T+ y= (Ts + ys) B° + (zi + Yeti) +, 


其 中 


zj +yj = zj +yj(mod p), Vi>s, seZ. 
(2) p 进 数 域 Ap: Vz € Ap, 可 表示 为 (1.2.14) R: 
T= Tb’ +t bt! +, Zaman et{01…,D 一 1]，se2Z， 
加 法 运算 是 自 左 至 右 进 位 、 按 位 mod p 加 法 : 对 于 my € Ay, 


Z= Ep’ + Ebt +---, y= ye Hyb H, 


a Za 5 a Sa sea. 


定义 
z+wu=(Z,+W,)B'+ (Wai FU. a) +, 
对 于 其 中 的 每 个 7 > s.s € Z, 有 
ee es O<aj+u; <p, 
Zj +W; = xi = 
p-(zj+Wj), Zi+W >p H Ej tTj = Tj + yj +1. 
注 FÑ (1.2.14) 应 理解 为 Galois REMCRBBAR. 
事实 上 , 将 式 (1.2.14) 记 为 


+00 
z=} z;#, s€Z, 


j=s 


其 中 
zj €{0,1,---,p-l}oGF(p), j=ss+l, 


BE Kp,|B| = p-!， 这 说 明 K, 中 的 元 都 可 表示 为 Galois 域 GF (p) HØRE 
级 数 . 
另 一 方面 , B+1 在 Bs 上 的 陪 集 所 成 的 商 集 Bs/Bs+1 为 
B*/B*+ = {0- 8° + B°+!,1- p° + Bt,... s(p—1)-6°+ Bt}, 
于 是 
B°/B°*1 — GF (p), 
对 应 关系 为 
j BP + Boj, 了 一 01 一 1 

因此 , (1.2.14) 又 可 写 为 > = 28° + 2,26 B**1, z, Z 0, s € Z. 

同时 , S, 与 A, 中 的 乘法 也 分 别 为 不 进位 的 按 位 mod p 运算 与 自 左 至 右 进 位 
的 按 位 mod p 运算 . 通常 使 用 记号 coy 与 z @y, 在 不 发 生 混淆 的 情况 下 , 本 书 中 
就 直接 用 z 十 y 与 zy, 已 在 1.2.2 节 中 说 明 . 


2. Ko q = pS,c € N 中 元 的 表示 与 运算 


回顾 Galois 域 的 有 限 代数 扩张 的 理论 : 对 于 Galois 8 GF (p)oo(0,1,--- ,p—1}, 
其 c 级 有 限 代数 扩 域 记 为 


GF(g), q=p°, céN, 
GF (q) 是 GF (p) 上 的 c 维 线性 空间 . 设 GF (q) 在 GF (p) 上 的 一 组 基 为 


{P0,Pis*** ,Pe-1}, (1.2.15) 
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其 中 po € GF (p), pb ,pe-1 是 GF (p) 的 代数 元 , B. {po,p1,… , pe-1} 中 的 元 是 
TM GF (q) 中 的 线性 无 关 组 . FE, 有 限 代数 扩 域 GF (q) 中 的 元 ze GF (q) 都 可 
表示 为 

z = YoPpo + V1Pı + `++ + Yc-1Pc-1, (1.2.16) 


其 中 qomi € GF (p) = (0,1,--- ,p — 1}. 
据 Galois 域 的 有 限 代数 扩张 的 理论 , 由 q = p° 知 , K, 是 K, 的 c 级 代数 扩 域 . 
取 K, 中 的 商 集 
D* (q) = D (4) /B (a). (1.2.17) 


Ü D(a) /B (a) Æ D/B 上 的 基 为 
{€0,€1,°** ,€e-1} C D* (g), 


使 得 
{p (€0) p (£1), +++ ,plec-1)} 


为 GF (q) 在 GF (p) 上 的 一 组 基 
{po, P1s*** ,pc-1}. 


于 是 , vee BY (4) C Ky, k € Z, HF Fe B (0), | 让 = 47, 有 


+00 
z=) of, sez, (1.2.18) 
j=s 
其 中 c; € D (a) /B (g), B 
cj = eo + Yer + + YÍ iE- (1.2.19) 


5 nia ED/B,j=s,s+1,…, 使 得 |z|=|Bl* = q" °. 

特别 要 指出 的 是 : p 级 数 域 与 p 进 数 域 的 有 限 代数 扩 域 中 的 加 法 运算 , 也 是 分 
别 为 不 进位 的 按 位 mod p 加 法 与 自 左 至 右 进位 的 按 位 mod p 加 法 . 乘法 运算 也 分 
别 为 不 进位 与 自 左 至 右 进 位 的 按 位 mod p 乘法 . 

总 之 , K, 是 Galois 域 GF (q) = GF (p°) 上 的 形式 备 级 数 域 , 域 的 运算 分 为 不 
进位 的 按 位 mod p 运算 与 自 左 至 右 进位 的 按 位 mod p BH. 

当 c=1 时, K, E: p BBR Sp, 或 p 进 数 域 Ap; 24 c Z 1 BF, K, 是 S, R Ap 
的 c 级 代数 扩 域 . 
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1.2.7 ”局 部 域 K, 中 球 的 重要 性 质 


局 部 域 K, PH “pk” 有 下 列 重 要 性 质 . 

定理 1.2.5 (1) 设 S 与 了 是 局 部 域 K, 中 的 两 个 球 , 则 S 与 T 或 者 互 不 相 
交 , 或 者 一 个 包含 在 另 一 个 中 ; 

(2) K, 中 任 一 球 S 是 多 中 心 的 ; 

(3) K, 中 任 一 球 S 是 既 开 又 闭 且 紧 的 . 

证 (1) B S= r +B", T = z2 + Bm 为 Kp 中 的 两 个 球 , bk € Z. 车 
SNT =2, W| S 5 T 互 不 相交 . € SNT AS, 则 可 证 明 , R S c T, sË S > T. 

事实 上 , 若 ki > koa, 则 对 于 任 一 ze SAT, 由 超 距 不 等 式 ， 


ley — z2| < max (|z — à| ,|z — z2|} < max {p , p7" } < pols, 


这 表示 zl € T. 
另 一 方面 , YWy e S, 有 


ly—z2| < max {ly — 21], lz1 一 zz|} < max {pp} < p™, 


Buk, vy € S > y € T, KEI S c T. 

# ki < ko, 同 理 可 证 TC S. 

(2) Ë S = zı + Bi: ki € Z. FM z € S, WA z Wd, Wp 为 半径 的 球 为 
S;, 则 因 对 任 一 ye S, 有 


|z — y| < max{|z— z1), 21 — yl} =p™™. 


可 见 ye Sz, 从 而 S c S;; 由 对 称 性 知 , S. c S. 故 S, = S. 

(3) 考虑 任 一 球 5 = zi 十 Be ki € Z. 则 S = z; + Bh 中 的 任 一 点 y € zi + Bh: 
由 不 等 式 

ly- zı] < p™ 
确定 . 故 球 5 = zl + Bh 是 闭 集 也 是 紧 集 . 另 一 方面 , 由 于 局 部 域 K 的 赋值 是 离 
散 赋值 , 因而 有 
S= {y: ly- z] < p™+}, 

这 样 , 球 S = zi + BY 也 是 开 集 . 定理 得 证 . 


这 个 性 质 与 欧 氏 空间 中 的 球 的 性 质 过 然 不 同 , 这 是 局 部 域 结构 的 一 个 特点 , 更 
是 形成 欧 氏 空间 分 析 与 局 部 域 分 析 差别 的 基本 原因 之 一 
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B: 


1.2.8 ”局 部 域 K, 的 序 结构 
在 局 部 域 分 析 中 , K, 上 的 序 结构 的 引进 起 重要 作用 . 


设 B 在 D 中 的 陪 集 的 代表 元 为 {eo,e1,… ,ep-1}, 它 与 GF (p) = {0,1,---, 


了 一 1} 是 一 一 对 应 的 . 下 面 给 出 “ 序 ”的 定义 . 


定义 1.2.4 (K, 中 的 序 关系 ) 对 于 {eo,e1,… ,ep-1}, 定义 其 上 的 “ 序 ” 关 


系 为 


eo<el<…'<ep-l. 


由 此 , 定义 K, 中 的 “ 序 " 关系 如 下 : 对 于 aA € Kp, + 


= ak 十 akHlBkt1 +, ay € {eoe ,ep-1}, I=k,k+1,: 


(1.2.20) 


A= MB + Aep pt +e, ME {eoet sepa}, I=k,k+1,-. 


(i) # lal < Al, WEX a < à, BI À >a; 
(ii) # lal = |A], B. a Z À, 3r € N, A 


Qk = Àk Qk+1 = Atty Okr = Àktrs Qh+r+1 < Àk+r+l 


则 定义 a< X BA > a; 
(ii) 车 a, 和 的 所 有 坐标 都 相等 , 则 定义 o = A. 
由 此 , 就 可 定义 K, 中 的 种 种 集合 . 
定义 1.2.5(K, 中 的 一 些 集合 ) ”对 于 mw 和 Ae Ky, Ha<d, EM 
开 区 间 (o, A) = (z € K, : a < z < M); 
闭 区 间 (a, à] = (z € K, : o < z <A}; 
半 开 区 间 [a, 和) = (z € K, : a < z < 入} ( 左 闭 右 开 ); 
半 开 区 间 (a, À = (z € Ky :a < z < À) (AFAR). 
例如 


[0,8) = {ze Kp:0< z<}, 
[0,6] = {z € Kp :0 < z < 8}. 


又 如 当 p = 3 时 ， 
[8',28'] = (z e Ks : 8! < z < 26'}, 


(261, 8°] = {z e K3 :20! < z < 0°). 


关于 区 间 的 Haar 测度 (“长 度 "), 可 用 下 法 求 得 : 记 可 测 子 集 E c K, 的 示 性 
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1, z € E, 


函数 为 Bg(z) = { 0, zgE, 由 

zaq= 人 soaaaz= 人 az 
例如 

a=a,;8", a, € {1,2,---,p—1}, 
则 
[0, a] = [0,8*1] U(U a] = [0,8*"] U (8°*?, 258°] . 

由 

10, a) = » [0, 6°**) + y (8**Y,a,8°],, 
其 中 


u [0, 8+1] << B+1 = poet), 
另 一 方面 , AR a (8+, 058"), 注意 到 


Be/Be+l = {0.6% + B*,1. 6% + BY,... ,(p— 1): A+B}, 


故 
u (0-6°+ Bs) = p (1- 8° + BY) =... = p ((p— 1) -8° +B) = ip. 
于 是 
u (6°*7, asp") = asp (+)), 
从 而 


Aloal = (as+1pre+tD， 其 中 a= ap. 
用 类 似 的 方法 可 求 得 K 中 其 他 集合 的 Haar 测度 . 
例如 , 定义 Ks 中 的 Cantor 型 三 分 集 Cs 如 下 : 
HE, 取 p= 3, Be Ks, |8| =3-1. & 
Vo =D = {z € K3: |z| < 1}, 
Vi =B! = {z € K3 : |z| < 37}, 
Va =(1- 8 +B?) U (2-8 +B?), 
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+ + 
Cs= D V;. 
5 NN A 


% 0; = DN Uy 为 局 部 域 上 的 Cantor 型 三 分 集 . 于 是 
~ 


十 oo +00 
HC3 =p (N v) =pD-p (Vs) 
j=l g=: 


故 局 部 域 上 的 Cantor 型 三 分 集 Cs 的 Haar 测度 为 0. 
还 可 以 举 出 局 部 域 中 其 他 集合 以 及 定义 在 其 上 的 函数 ， 作 为 今后 分 形 分 析 的 


研究 对 象 , 将 局 部 域 作为 底 空间 , 并 将 这 种 函数 及 图 形 “ 入 住 * 在 局 部 域 中 , 则 Can- 
tor 型 三 分 集 在 Hausdorff 维 数 s = dimy (Cs) = is ZF, 其 Hausdorf 测度 为 
H° (C3) = 1 (参见 5.1 节 ). 

1.2.9 BRR K. 与 欧 氏 空间 R 的 关系 


在 局 部 域 与 欧 氏 空间 之 间 , 能 否 给 出 由 Ks 到 R 上 的 同 胚 映射 ? 下 面 以 K, 
为 例 . 
K, 的 特征 数 为 素数 p > 2, W K, 的 邻 域 基 { B* :keZ}， 


Br={reK,:|z\<p*}, kez, 


Ë vz € Bk,z Z 0, # 
T= TRB + akap t 十， 


其 中 zk € {1,2,--- ,p— 1}, 2k41, 2k42, +t € {0,1,2, -+ ,p— 1}. 
以 p= 3 为 例 , 如 图 1.2.1, 将 [0,1) 区 间 分 为 三 等 分 , 于 是 


B! = {z € K3 : |z| < 37}} : Yz € B! > s = m18" +228? +:.., zj € {0,1,2}, 


B? = {z € Kg: |z| < 37°} : Vz € B? > z = t28? + t38? +---, 2; € {0,1,2}, 
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0 37+B8; Vre BS => T= + T+ ze (0,1,2) 


图 1.2.1 


在 Ks 的 拓扑 下 , B* 是 既 开 又 闭 且 紧 的 集合 , 而 且 在 3 进 的 “有 理 点 ”问题 上 
存在 无 法 统一 的 事实 (如 图 1.2.2): 


局 部 域 K, 欧 氏 空间 RR 
1°:B+40°Ptrel:P+F <—> 


2 .pH+H2 .PH…e0 BHF > 2 gt2° tes 


图 1.2.2 


在 局 部 域 中 , (1. 81+ B2) r (0-61 + B2) =o, H 1.01 +0-02 +... 55 2.02 + 
2.09 +… 在 Ks 中 代表 两 个 不 同 的 点 , 而 在 R 中 , 按照 常规 约定 , 有 理 点 就 可 以 
有 两 种 表示 : 有 尽 表 示 与 无 尽 表示 . 

这 正 是 局 部 域 K, 的 拓扑 结构 与 欧 氏 空间 R 的 一 个 不 同 之 处 . 因此 , 不 能 指望 
在 连续 映射 下 将 Kp 中 的 问题 化 为 R 中 的 问题 来 解决 . 科研 成 果 表 明 , 以 这 两 种 拓 
扑 结构 所 定义 的 空间 作为 底 空间 , 研究 的 对 象 实际 上 提供 了 研究 客观 世界 的 两 种 不 
同 的 工具 : 宏观 的 与 微观 的 . 这 两 种 工具 在 自然 科学 领域 中 缺 一 不 可 的 39. 


思 考题 


构造 局 部 域 K。 上 的 Cantor 型 p 分 集 , 并 求 其 Haar 测度 . 

在 第 1 题 的 基础 上 , 构造 K, 上 的 魔鬼 阶梯 . 

局 部 域 K 上 是 否 能 定义 Weierstrass AR? 是 否 有 像 Sierpinski Hk. Sierpinski 垫 片 
等 类 型 的 函数 ? 

. 考虑 局 部 域 Kp 中 的 重要 子 集 D, D*, BY, k € N 的 Haar 测度 如 何 计算 (然后 参看 2.3 
节 )? 

局 部 域 K, 的 乘 群 K; 上 的 拓扑 结构 、Haar 积分 如 何 ? 对 应 本 书 对 于 加 群 K? 的 讨论 ， 
思考 乘 群 K; 的 相应 问题 . 

局 部 域 Kp 的 有 限 代数 扩 域 Ka,g = p°,c € N 上 的 Haar 积分 的 表示 式 如 何 ? 


m 


y 


go 


A 


em 


e 


mom BRS K, 的 特征 群 D, 


群 的 特征 与 特征 群 的 概念 在 调和 分 析 的 研究 中 起 着 至 关 重要 的 作用 . 本章 从 
一 般 群 的 特征 开始 , 而 后 讨论 局 部 域 加 群 的 特征 群 的 结构 . 


2.1 局 部 紧 群 的 特征 群 


2.1.1 “和 群 的 特征 

定义 2.1.1 ( 群 的 特征 ) 设 G 是 一 个 群 , 其 运算 记 为 “”. 若 G 上 的 复 值 函数 
x:G> CHE: 

(i) Yz, y € G > x (z - y) = x (2) x (g); 

(ii) 3M > 0, 使 得 vz € G > |x (z)| < M, Hx (z) Z 0. 
则 称 x 为 G 的 一 个 特征 Pe, 

群 的 特征 x (z) 有 如 下 性 质 : 

定理 2.1.1 设 x:G 一 C 是 群 G 的 特征 , WEER G IRE 


T= {z=e"* €C:0<2<1} (2.1.1) 


的 非 零 同 态 , 即 G 上 的 复 值 函数 x: G — C 满足 : 
(1) Vz,y € G = x (z - y) = x (z)x (u); 
(2) Vz € G > |x (z)| = 1. 
这 个 性 质 的 证 明 留 作 练习 . 

2.1.2 ”局 部 紧 群 的 特征 


定义 2.1.2 (局 部 紧 群 的 特征 ) W G 是 一 个 局 部 紧 Abel 拓扑 群 , 简称 局 部 紧 
群 , 其 运算 为 加 法 +. 若 G 上 复 值 函数 x: G — C 满足 : 

(i) Vz, 22 € G = x (z1 + z2) = x (z1) x (z2); (2.1.2) 

(ii) Vz € G = |x (z)| = 1. $ (2.1.3) 
则 称 x 为 G 的 一 个 特征 . 

由 定理 2.1.1(2) 知 Xx:G 一 了 T, 这 里 


T={zeC: |z|=1} 


是 复 平面 C 中 的 单位 圆周 , 在 乘法 运算 下 成 为 一 个 群 , 称 为 图 周 群 
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定义 2.1.3 (局 部 紧 群 的 特征 群 Te) W G 是 一 个 局 部 紧 群 , 其 运算 为 加 法 +. 
W G 上 的 连续 特征 x: G — T 的 全 体 为 


TG = (x: x Æ G 上 的 连续 特征 } . 
于 是 , 作为 G BT LWA, Vx e TG, 有 
x ETG > x(zi +22) = x(zi)x(z2), Vri,z2 € G. 
赋予 Tc 乘法 运算 “x”: 
Vx, x2 € TG = (xi x xə) (z) = xi (z)x2 (z), Vz € G. (2.1.4) 


乘法 “x” 简 记 为 “”，(Xa x x2) (z) = (x1 x2) (z), 或 (xi x x2) (z) = (xixə) (z). 
不 难 验证 , 由 (2.1.4) 定义 的 乘法 运算 满足 : 
(i) 封闭 性 : Vxi,x2 € TG > xi ° x2 € To; 
(ü) 结合 律 : Vx, x2, xa € TG > (xi : X2) ° X3 = X1 ` (X2 X3); 
(iii) 单位 元 : 3x = I, T(z) = 1, 使 得 Vx ere > x: I= I: x = x; 
(iv) WG: Vx e re, 3x "1 = x, WA x e ro, B. 
x:x"l(z)=x:-x(z)=x(g):x(z)=1; 
(v) 交换 律 : Yxi x2 € TG => xi X2 = X2 ' X1 
于 是 , Fe 在 特征 的 乘法 运算 “.” 之 下 成 为 一 个 Abel 群 , 称 其 为 G 的 特征 群 (也 称 
为 G 的 对 偶 群 ). 在 一 定 的 拓扑 之 下 , TG 也 成 为 一 个 拓扑 群 . 
2.1.3 Pontryagin 对 偶 定理 
著名 的 Pontryagin 对 偶 定理 给 出 特征 群 Tc 的 刻画 . 
EH 2.1.2 WG E T, 型 Abel 拓扑 群 , Tc 是 它 的 特征 群 . 
(1) 若 G ERR, 则 Tc 是 离散 群 ; 若 G 是 高 散 群 , 则 Tc 是 紧 群 ; 
(2) # G 是 局 部 紧 群 , 则 TG 也 是 局 部 紧 群 , B Tc 与 G 拓扑 同 构 , B T, 型 局 
部 紧 Abel 拓扑 群 是 自 对 偶 的 . 


这 个 定理 的 证 明 比较 复杂 , 且 特 征 群 的 拓扑 结构 也 需要 用 到 更 多 的 知识 91, 这 
里 从 略 . 对 于 局 部 域 以 及 它 的 特征 群 的 运算 结构 及 拓扑 结构 都 将 在 2.2 节 中 给 出 . 


2.1.4 例 
1. R 的 加 群 的 特征 与 特征 群 TR 
先 求 R 的 加 群 的 特征 x : R — T 及 其 特征 群 Tg. 
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Vx Err, A x:z ER> x(z) € T = {er}, B x 是 连续 映射 . 据 特征 的 定 
义 2.1.2, 存在 常数 h > 0, 使 得 R 上 的 Haar 积分 ( 即 其 上 的 Lebesgue 积分 ) 


h 
f x(z)dz =c £0 


(本 则 ,着 对 于 所 有 h > 0 都 有 x (z) az 0, lt x 的 连续 性 , DA x = 0, 与 特 
0 
征 的 定义 矛盾 ). 于 是 
h h h 
wer=/ xc+bgdz= | x@xgdz=x 的 人 x(x) de = cx (t), 
x= Í x(e+t)dr == Í x(u) du. (2.1.5) 
由 实 变 函 数 的 基本 知识 知 , (2.1.5) 确定 的 x (t) 是 连续 可 导 的 , 因此 可 对 下 式 
x (z +t) = x (z)x (t) 
RF t RR, 得 到 
x (z +t) =x (x)x’ (t). 
在 上 式 中 令 t = 0, 得 到 
x (x) = x(z)x' (0) =ax(z), a= x’ (0) £0. 


从 而 得 到 特征 x (z) 所 满足 的 微分 方程 (这 就 是 众所周知 的 加 有 方程) 


/ 


x’ = ax. 


显然 , 上述 微分 方程 的 解 为 x (x) = ee. 又 据 特征 的 定义 , 式 (2.1.3) BER |x (z)| = 1, 
故 取 a = 2xi, 便 得 到 一 个 特征 x (z) = e2riz. 
为 确定 特征 群 Tg, 将 x (z) = 1 视 为 Tk 中 的 单位 元 


I (z) = x(0- z) = "7? = 1, 
对 于 自然 数 meN, 


Xm (2) = x(m- z) =x (z ++ 2) = x (2) -x (2) = xem, 


m 


从 而 定义 了 x= (2), m € N. 
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对 有 理 数 一 < Q, 定义 xz (z) 为 
x= (z) = ee, 
最 后 , 由 特征 函数 的 连续 性 , Vy c R, 取 有 理 数 序列 z 一 yER, 定义 
Xy (z) = Jim ots = e2riyz. (2.1.6) 


这 样 得 到 Tk 中 的 所 有 元 : xy (:) =e" c Tg, y € R, 使 得 Ta 与 R 形成 同 构 ( 定 
理 2.1.2): 
xy() ETe < y € R. 
于 是 , 得 到 大 家 熟悉 的 R 的 特征 群 
Tg = {xy():y € R) = {ew :yeR}. (2.1.7) 

2. ARK Z/p 的 特征 与 特征 群 Tz/p 

如 所 周知 , Vp € N,p > 2, 同 余 类 Z/p = {0,1,… ,p 一 1} 的 mod p 加 群 是 一 个 
有 限 的 离散 群 , 因此 其 特征 群 Tz/j, 是 有 限 紧 群 . 

W Z/p 的 特征 为 x : Z/p— T. 显然 , T: Z/p — T, 
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I(t)=e"°t=1ET (2.1.8) 


是 一 个 特征 , 因为 |7(t)| = lexp ((2ni/p) -0 -t)| = 1, B I (ti + t2) = (th) I (t2) = 1. 
为 求 出 同 余 类 Z/p 的 所 有 特征 , Vt € Z/p, & 


xo(t) =e, (2.1.9) 


满足 |xo (01 = |e2'| = 1, HM tite € Z/p, 0 < h + ta < p Bf, 有 


Xo (h +t) = e7 Ot) = eF te ta = xo (t1) xo (t2). 


进而 , Vk € Z/p, 定义 
x(k) = {x0 (} = (ee = vo (kt). 
注意 
x (k ~x(exts ss) -Ox x OF, 
于 是 , 由 mod p 运算 规则 得 到 


Ty = {oF A 2... eR ODL c T. (2.1.10) 
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22 Kp 的 特征 群 Ty 


本 节 给 出 局 部 域 K, 加 群 K+ 的 特征 x 及 其 特征 群 P, = Tj; 的 性 质 与 结构 . 
本 节 主要 参考 文献 是 [84). 
2.2.1 Tp 的 性 质 

定理 2.2.1 By É Ki 上 的 非 平凡 特征 , x e Typ, BD xl 则 存在 整数 Fe Z, 
使 得 x 在 Be 上 是 平凡 的 , xl — 1. 

证 “由 x 的 连续 性 以 及 {Bkt : k e Z) 是 K, MET 0 € K, 的 基本 邻 域 系 , 于 
是 对 于 <- E AEk ez 

xe) -xl=Ix@)-11< 2, vz Bt. 


AHH, VieNS ce BY, 由 


F| <p-* > |la|=|2+---+2 


l 


< max{|z|,… ,|z|) = |z| < p* = lz € B*, 


得 
lz=g+. -+s e€ BY, 
l 


w x (Iz) = x (es) = x! (z), 也 有 
l 
[ee =| = bk) -1< co WEN. (2.2.1) 
由 上 式 得 到 x (2)\ coe = 1. BHR, 将 得 到 下 面 的 矛盾 . 
事实 上 , 若 xla Z 1, WH x(x) € (z € C: |z| = 1), 可 设 
x(z)=, 0e (o, 2) . 
于 是 , 存在 ne 使 得 T < na < Š, B. 
Jeno -1|> V3. (2.2.2) 
(2.2.2) 式 成 立 是 因为 : (2.2.2) 式 等 阶 于 
Cr >3 
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或 
2cosn80 < 一 1. 
由 于 = <n0< 2 Bt, 有 —1 < cosn0 < -5 故 (2.2.2) 式 显然 成 立 . 这 与 (2.2.1) 
式 矛 盾 . 所 以 
X(z)| zep = 1. 

定理 得 证 . 

此 定理 中 的 k 的 最 小 值 有 很 重要 的 意义 与 用 途 . 称 它 为 x 的 分 歧 阶 . 

定义 2.2.1 (分 歧 性 、 分 歧 阶 、 基 本 特征 ) K; 上 的 非 平 凡 特 征 x e Tp 的 性 
JR: FE k e Z, 使 得 x 在 B* 上 平凡 , xla = 1, 称 为 特征 x 的 分 此 性 (ramified 
property); 使 x Æ B* 上 取 值 为 1 的 最 小 整数 k e Z 称 为 x 的 分 歧 阶 (degree of 
ramification). 

由 Pontryagin 对 偶 定理 , 局 部 域 K, 的 加 群 K+ 与 其 特征 群 Dp 同 构 , 因此 为 
了 Wm" p, 取 K, 的 一 个 特征 x e Ty, ERE D = (z € K, : |z| < 1) 上 平凡 ( 即 
在 D 上 取 值 恒 为 1, xlp = 1), Æ B7 = (z € Kp: |z| < p) IEPA (BIE B- E 
不 恒 为 1,x|s-: #1), 由 定理 2.2.1 知 , 这 样 的 x e T, 是 存在 的 , 称 这 种 特征 为 “ 基 
AE”. 

定理 2.2.2 Hy eT, fE B* 为 平凡 的 , 即 x|p =1, M x # B* 的 所 有 陪 集 

y+B*, ye Kp\B* 

上 为 常数 . 

证 事实 上 ,Vz € y+ BA 

z=y+z, YE Kp\B*, ze Bh. 


于 是 
x(z)=x(u+z)=x(u)x(z)=x(u), ye K,VBF, ze Bh. 
定理 得 证 . 
下 面 的 定理 建立 了 T, — K, 之 间 的 一 一 对 应 . 
定理 2.2.3 Ry 是 K+ 上 的 非 平 凡 特 征 x e r, 即 x41. 则 对 应 关系 
AE K, — xs € Ty, (2.2.3) 
H 
Xa (z) = x (Az) (2.2.4) 
确定 , 于 是 建立 了 K, 与 T, 的 拓扑 同 构 , 并 且 有 Ty = (xx : À € Kp}. 
证 ”首先 证 明 由 (2.2.4) 式 确定 的 xx : z € Kp > xa (z) = x (Az) 是 Ky 上 的 
特征 , 因为 


22 K, 的 特征 群 Dp . 23 . 


(1) VA € Kp, Vz € Kp > At € Kp > xa (z) = x (Az) € T; 
(2) Vzi,z2 € Kp => XA(Z1 + z2) = x(À(zi + z2)) = x(Àzi + Aza) 

= x(Az1i)x(Xzə) = XA(Z1)XA(z2); 
(8) xa 的 连续 性 与 |x (z)| = |x (Az)| = 1 都 是 显然 的 . 
其 次 , 显 见 

{xa A € Kp} C Ty, (2.2.5) 
HH {xa : À € Kp} © K, 知 , {xa : À € Kp} ET, 的 一 维 子 空间 . 

然后 证 明 K, 的 加 群 的 特征 群 Py 是 一 维 的 . 事实 上 , 对 于 xa x2 € Ty, 


(Xu, x2) > XiX2 
由 (x1X2) (z) = xı (z) xa (z) 确定 ; 
(A,x) 一 Xx 


由 xa (z) = x (Az) 确定 . 
id Tp = (Kp)^, 由 Pontryagin 对 偶 定 理 , 有 


A 


Ky © (Ky)” © ((Kp)*)”. 


Æ Tp = (Kp) = At 是 d E N 维 的 , 其 中 4 是 一 维 的 . 则 (2.2.6) 式 给 出 


(2.2.6) 


(KN) = (49° = (axx A) = Ax: nase (any 
€ d d 


于 是 , 由 Ad =T, 5 (2.2.6) RA 
At = (Kp)^ = ((Kp)™)^ = A®. 


Mili d= d? + d=1. 

最 后 , 由 (2.2.5) 式 得 到 P, = (xx : À € Kp}. 定理 得 证 . 

为 给 出 特征 群 Te 的 拓扑 , 下 面 在 局 部 域 K, 加 群 的 特征 群 T。 中 引入 “ 零 化 
FP” (annihilator) 概念. 

定义 2.2.2 ( 零 化 子 ) 称 局 部 域 K, 加 群 K+ 的 特征 群 r, 中 的 子 集 


Dk = {x € Tp : Vz € BE = x(z) = 1} 


A BY = (z € Kp: |z| < p=} 的 零 化 子 . 
定理 2.2.4 ”对 于 特征 群 T,, 下 面 结 论 成 立 : 
(1) TE cr}, k e Z 为 特征 群 Fw 中 的 递增 的 既 开 又 闭 的 紧 子 集 ; 
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gm=m 他 re = { 站 ,了 是 r, 的 单位 元 ; 
=—00 k=—00 


(3) (ey 。 是 特征 群 Ty 的 单位 元 I 的 邻 域 基 , 使 得 Ty 成 为 与 局 部 域 K, 
加 群 K+ 同 构 的 局 部 紧 群 ; 
(4) 局 部 紧 群 I, 可 以 赋 于 非 阿 基 米 德 赋值 


xxETp = lAEp:, kez, 


使 得 
P= (xx Erp: A <t), kez. 


定理 的 证 明 是 容易 的 , MERI. 
下 面 讨论 K 为 p 级 数 域 Sp 与 p 进 数 域 A, 两 种 情形 下 T, 的 表示 . 


2.2.2 K, 为 p 级 数 域 S, 的 情形 
此 时 , S, 的 特征 数 为 素数 p > 2. 
1. AZ p 级 数 域 Sp 的 特征 x CTs, 
对 xeTs,, 有 Vze S, > |x (z)| = 1, HEIHE j EN, AA 


x00") = x( ge) = x(0.8-) =1. (2.2.7) 
p 
另 一 方面 ， 


x8) = x( 6 二 二 0] = 9) x8) = x(82y, 


P 


于 是 , 由 (2.2.7) 得 
X(6-) = 1, (2.2.8) 
这 表明 x(6-7) 是 方程 z = 1 的 圆 根 , 从 而 x (82) ,ij e Z, 取 值 为 集合 
fu mai... ere}. (2.2.9) 


选取 一 个 “基本 特征 ” (参见 定理 2.2.1) 


x (6) = { ie oa (2.2.10) 


从 (2.2.10) 出 发 , 现在 来 确定 特征 x e Ts, 的 表示 . 
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车 对 ze Sp, 34 z € B” c Sp, so < 0 Bf, H 1.2.6 节 知 


+= 
z= 2 2p’ = Bab” + Tapt ++ eB! + op? Hap +--+, (2.2.11) 


s=s0 


其 中 
zs € {0,1,2,---,p—1}, 8=s0,50+1,---. (2.2.12) 
则 
+00 -2 +00 
x (2) =x (= =) =x (> 268° +2167 +=) 
一 30 8 一 40 s=0 
=x(z-,8"' (Ep) =x (2-18) -1 =x | p++ 
x (2-1 Ixe x (2-187) {d u ) 
=x (871) = ez, (2.2.13) 
令 
w =e, 
(2.2.13) RASA 
+00 
X(z) =X (= =) =w, 21 €{0,1,---,p—1}. (2.2.14) 
这 便 是 p 级 数 域 Sp 的 一 个 特征 . 
下 面 给 一 个 例子 来 确定 2 级 数 域 S, 的 特征 . - 
Mz € So, WW 
=1 
B= oP +7 sb tla... aB rrp = Y ;7 +z, (2.2.15) 
j=-s 
HP z-s = 1,2; € {0,1},j = -8+1,---,-1,2 € D = {z € Kp: |x| < 1}, |8| = 271. 


定义 基本 特征 为 
nf -1, k=-1, 
x)= { 1, k#-1. 


则 


-1 -1 
X(z) =x (= assa) =x(z)x (= °) 


j=-8 


j= 
=X(z-s6-")X (z-s+16-+1) -- -x (2-187!) 
=(1*.( s --- (97 - (-1)7 = (1. 
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对 于 Sa, # w=e = e = -1. 于 是 (2.2.14) 式 成 为 
X(z) =(-1)*". 
这 是 S, 的 一 个 特征 的 表示 式 . 
2. 确定 p 级 数 域 S, 的 特征 群 Ts， 


令 
入 = AUB + ALB + HAAG + AB FAB +--+, 120, 
T= oP P+ ei P+. +e 1B +P +ufit+---, 820, 


FOR zj, Ax € {0,1,--- ,p— 1} = GF (p), j > —s, k > —l. 
另 一 方面 , 因为 定理 2.2.3 断言 K, oT, = (xx : À € Kp}, 由 对 应 关系 o: À € 
Kp xx € Ty MÆ, B. xx (z) = x (Az), 故 


xa (2) = xz) = e091, (2.2.16) 


其 中 (Xz)-1 是 8-1 的 系数 , 由 乘积 


= (ABT + Aa BTH + -e H A18? + NB? +n +--+) 
+ (2-887 + 254189? +++ +218! Hop? +a 0l+ J) (2.2.17) 


确定 的 和 式 (2.2.17) 式 是 一 个 有 限 和 . 在 (2.2.17) AH, 6 的 系数 是 (Az), = 
Eiti. 
于 是 可 以 确定 S, 的 特征 群 Ts, 为 


Ts, = fo :XA (z) = e# O74, ,ze $) . (2.2.18) 


2.2.3 Kp 为 p 进 数 域 Ap 的 情形 


JER, Kp = Ap, 其 特征 数 为 co( 即 特征 数 为 0). 注意 到 , p 进 数 域 A, 中 的 元 
的 表示 与 p 级 数 域 S, 中 的 元 的 表示 是 相同 的 , 都 是 GF (p) 上 的 形式 宕 级 数 , 其 差 
别 是 后 者 为 不 进位 的 按 位 mod p 运算 , 而 前 者 为 自 左 至 右 进位 的 按 位 mod p 运算 . 
然而 , 在 特征 群 的 情形 却 有 很 大 的 差别 . 


22 K, 的 特征 群 Tp ,27 . 


1. AR p 进 数 域 Ap 的 特征 X ET, 
对 于 ze4p, 设 zeBsc4pso<0 则 


+o 
z= Y LB = 5,8" + 5418! +--+ + 0-187) + 298 +218" H 
= 
= z, B° + L418 +--+ 218 +2, zED. (2.2.19) 


Bao Zso+1 t € {0,1,… ,Pp 一 1}, 于 是 


x (z) =X (z. B” + Zaot1B" tl ++ i167! +2) 
=X (zs | B°): X (za L] 4891)... x (2-187?) .x (z), (2.2.20) 


上 式 中 , 最 后 一 项 为 x (z) = 1. 
由 于 A, 中 的 加 法 是 自 左 至 右 进位 的 按 位 mod p 运算 , 故 


x(08%) = (& fect s+) =x0-P I+) = (6-4); (2.221) 
= 


对 s=0,1,…,p 一 1，, 有 
x(s8~4) = x( shee: +) = x(8 š): : x(8“3) = x(8 2). (2.2.22) 


P 
于 是 
x(p8 š) = x(8 št), (2.2.23) 
这 表明 x(6-;) 的 p 次 赛 将 由 第 “7 J: “提升 " 到 “-j + 1” 层 , 因此 必须 将 “ 基 
本 特征 ”分 为 不 同 的 级 (degree): 
(1) 第 一 级 . 选取 第 一 级 “基本 特征 ”为 
x (8?) = { 


er, j=-l, 


1, j#-1. 
则 


2zi 


{bee jer ot CTA, 
构成 T4, 中 的 第 一 级 (first degree) 特征 子 群 . Vz € Bo, 
z= +z, zED, 


有 


xa) =e, z C (01. py). (2.2.24) 
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(2) 第 二 级 . 选取 第 二 级 “基本 特征 ”为 


s 3, j=-2, 
aa E E 


则 I 
(Let ett.. cr 


构成 T4, 中 的 第 二 级 (second degree) 特征 子 群 . Yz e B-?, 


z=z-26-2+z-16-1+z，zeD， 


有 
x(z) =e Cta), zuz-aet0 p1}. (2.2.25) 
(3) 第 大 级 . 选取 第 级 (k > 0)* 基 本 特征 ” 为 
Ww 和 em, j= -k, 
Ta ={ jz —k. 
则 


fa... ero cla, 
构成 T4, PHI k 级 (k-degree) 特征 子 群 . Yr € B-*, 
z=7_kP +z. Bt +---+2 181 Haz, ze€D, 


有 


x(a) =e teat te) pec C (0.1. p- 1). (2.2.26) 


这 便 是 p 进 数 域 4 的 一 个 特征 (45 (2.2.14) 式 比较 ). 
下 面 给 一 个 例子 来 确定 2 进 数 域 A 的 特征 . 
B z € Az, DI 
-1 
T=- p +0541 tH rap H+H = 》 25H +z, (2.2.27) 


j=—k 
其 中 zk=1zj € {0,1},j= -k +1,- ,lk>0,zeD,|8|=2-1. 则 


-1 -1 
x(x) =x (= zip +) -xx 全 =>) 


j=-k j=—k 


=x (2-4 B-*) x (2-441 B-***) …X(z-16-1) 
一 (一 D)=-*+z-ethit | 


这 是 Ap 的 一 个 特征 的 表示 式 . 
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2. 确定 p RHR Ap 的 特征 群 [4 
类 似 地 , 可 以 确定 Ap 的 特征 群 T4, 为 
Ta, = {xa : XA(z) = er OP), X z € Ap kE N) I (2.2.28) 
其 中 
kas —k-1 Kg 
Aor= > In ( >=). 


n=l s=n 


+00 
A=) AØ, AEGF(R), j=8,8+1,---, 


j= 


+o 
z= zB’ zeGF(p), j=hl+l,--. 


j=l 


23 局 部 域 K 中 的 几 个 公式 
在 局 部 域 分 析 中 , 有 关 特 征 的 几 个 重要 公式 起 着 关键 的 作用 84. 
2.3.1 Kp 中 重要 子 集 的 Haar 测度 


首先 , 给 出 K, 中 的 重要 子 集 (这 些 子 集 的 定义 见 1.2.2 节 ) 的 Haar 测度 . 
设 Kp 的 Haar 可 测 子 集 E c Kp 的 示 性 函数 为 


zp (z) = Je (2.3.1) 
se lo, ze KAE. S 
于 是 , 集合 E 的 Haar 测度 为 


m= /a= 人 ee as. (2.3.2) 


(i= [a= f eod. 


由 于 D = (z € Ky: |z| <1}, K, 在 非 阿 基 米 德 峰值 |z| 之 下 成 为 局 部 紧 赋 值 
域 ,加 群 K+ 是 局 部 紧 群 , 而 D C K, 是 紧 子 群 , 故 可 取 此 紧 子 群 的 Hoar 测度 为 
ID| =1. 

@la= Í == | star =p. 

H (1.2.13) 式 ,有 “ 


D/B = {0-6°+ B,1-6°+B,---,(p—1)-6°+B}, 
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Rh B = BI = [z e Kp: zl <p}, B p= U G: + p), TEAR 


j: +B, j=0,1,.…,p—1 

的 Haar 测度 相等, 故 由 p|B| = |D| 得 到 |B| =p. 

© f 25r- 

由 (z € Kp: |z| = 1) = D\B 得 到 , 这 里 D\B 是 集合 D 与 B 的 差 集 . 

(4) f dz = pk, k € Z. 

Ra 
由 BY = [z€ Kp: le] < p”) 与 障 集 关系 BEB = "U (j a+ BM) 
=0 
以 及 (2) 得 到 . 
dz = p~* (1—p7'), k € Z. 

(5) Jor z =p" (1 -p™°), ke 

H {2 € Kp: |z| =p F) = BENBk+l 得 到 . 
2.3.2 K, 中 关于 特征 的 积分 

以 下 是 关于 特征 的 积分 表示 . 选 定 x 为 基本 特征 

(a) =1, zED, 
z 
x žl, ze Kp\D, 

使 得 r, 中 的 元 都 由 x 出 发 来 表示 , 见 (2.2.18) 式 与 (2.2.28) Ñ. 

(1) [aya = 1 

由 于 基本 特征 的 选取 , xlo = 1, 故 /xzjdz = | dz = 1. HT, NPE 
#E Y ETp 车 vlo 不 恒 等 于 1, W 

f (x) dz = 0. 
D 
这 是 因为 : 
设 如 p 不 恒 等 于 1 
=3a € D, ER ú (a) Z 1 
> [veya = | vie+aae= [sv [$e 


=(()-1) f var=0 
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>f (x) dx = 0. 


fx 


这 是 因为 B-* = 


所 以 


/x® 


这 是 因为 


然后 由 (2) 中 


得 到 . 第 二 个 等 式 则 由 第 一 个 等 式 右边 为 实 值得 到 . 


(4) „Xe (z)dz = | -p 
lzl=p o, 


5 


k < 
da= fxd PSO 
lzĮ<p* 0, k>0. 


k<0>B*= 


{x € Kp: |z| < p*} 是 Kp 的 子 群 , 故 B-* = 


B*DCD= xlp-+=1, 


k>0>B*=6*D2D> xlp-» #1, 


= ke) 19-k| dt = 
d= f x(6 t) |6- | dt ie Ñ 


p» (1-p7), k<o, 
=1, 


B-*D, 


pe, k<0, 


>0. 


= = de, 
ae ie hid aes higi xe) 


的 结果 


fxm fox 


P (1- p°), 


* (1-07), 
{xr -m 
Izl=p* 0， 


ohare 


k<-l, 
k=-l+1, 
k>-l+1, 


k<-l, 
k=-l+1, 
k>-Il+1, 


<0, 


k>0 


F Jel 


-31+ 


=» 


其 中 jel = 
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这 是 因为 
i xe (x) dz = ign (x) dz — sore xe (2) de, 
对 后 两 个 积分 作 变换 , 得 


/xcelldz- x (x6) llas 
Izel<ph+! lzg|<p*+ -1 


pee | = 
=? [Í na [nae]. 


2.3.3 K, 中 几 个 函数 的 积分 


本 小 节 计算 几 个 函数 的 Haar 积分 . 
(1) 8 f (z) = |z|“,z e Kp, 求 积分 | fede f KA 
D |zl<s1l 


十 oo 
hat- frt 
i 


SN el=n-s 


=f |z|*dz +f lara + f ja|“da +--+ 

lzl=1 lzl=p-! |z|=p-3 

=f ide + f pede +--+ f p ida +... 
lzl=1 Iz|=p-1 |z|=p-3 


=f de+p* f dapa f dz 十 … 
Iz|=1 lz|=p7} |zj=p73 


= (1p) +p °p (1- p7) +- +p ep (1-p™) + 
= (pr {1+ peg eps +...) 
= (L= pt) (Leper) + tp td gd, 
于 是 , 当 o > —1 Bf, 
[yi a= 0-9) ra 
当 a < -1 时 , 积分 不 存在 . 
类 似 地 , 求 积分 / Izl" da: 
|z|21 
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+00 
dr = “dz 
人 Fl > 人 i 


=f laiaz + f Izlaz +--+ f a|%dx +--+ 
zl=1 lzl=p lzl=p 


= f ide + f pedz +--+ Piedz 十 … 
lzl=1 lzl=p lzl= py 


= dz+m f de +--+ pi f dz 十 … 
|zl=1 \z|=p" \z|=p4 


= (1= p7) +p%p! (1- pot) ++ + pp (1 一 D ++ 


= (1= pt) {1+ pet Ter... 
于 是 , 当 a < —1 时 ， 
i 
“dz = < n WR 
Í." =(1-p ) pen 


当 a > —1 时 , 积分 不 存在 . 


1 _ 
D HF) = n ppr EKA 求 积分 Í #2) ar = foz f(a)ax. 
1, & 1 
Jaa 5 i” =: 3 ae R i 
+00 i +00 
= Inpdz = l jd: 


+00 十 oo 
= (inp) 05 fae = (inp) sy (1-9) 
j=1 “lee j=l 


+00 
= (inp) (1—p™?) 》 jp) = (np)p 1 (1p) * 


j=l 
7 Inp 
p(l- p7) 
=. 考题 


1. 试 证 定理 2.1.1, 群 的 特征 的 性 质 定理 . 
2. 局 部 域 Kp 的 乘 群 K; 上 的 特征 、 特 征 群 如 何 ? 
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3. ARR K 的 有 限 代 数 扩 域 Ka,g = pe,ce N 上 的 特征 的 表示 式 如 何 ? 特征 群 如 何 ? 
4. 试 证 定理 2.2.4. 

5. 局 部 域 K 的 有 限 代数 扩 域 Kaq = p°,c € N 上 的 Haar 积分 的 表示 式 如 何 ? 

6. 计算 局 部 域 K。 上 的 积分 : 


WSE) = lsze Ky, RB | F(a) dr = f jet O48 


(2) B se) = In z € Ka (0), ROM | ra)as= f a=. 


lzl lzi<1 


第 3 章 ”局 部 域 KK, 上 的 调和 分 析 


在 第 1, 2 章 的 基础 上 , 本 章 介绍 局 部 域 K, 上 的 Fourier 分 析 理 论 , 这 是 局 部 
域 上 调和 分 析 与 分 形 分 析 的 主要 内 容 之 一 . 
3.1 局 部 域 K, 上 的 Fourier 分 析 


Bf: Kp 一 C 为 K, 上 Haar 可 测 的 复 值 函 数 . 

C = C(K;,) = (f : K, >C, f 连续 }; 

Co = Co(K,) = {f e C(K) : „im £(@) = 0); 

Cc = Co(K,) = (f € C(K,) : supp f X K, 中 的 紧 集 }; 

Lr = L'(K,),1 < r < +00 28 K, 上 的 r 赛 Haar 可 积 函数 的 全 体 , 其 中 


Zr(Kp) = t: : K, — C, f |f (2)|" dz < +x}, 1 <r < +oo, 
K, 

L° (K,) = [= — C, esssup|f(zx)| < =). 
rEKp 


与 R" 情形 类 似 , 以 上 集合 可 赋予 线性 运算 、 拓 扑 结构 , 使 得 它们 成 为 完备 赋 
范 线 性 空间 , 例如 , 对 于 L = L"(Kp), 1 < r < +00, 范 数 定义 为 


1 
{/ |f(z)irdz < +=) , 1<r<+oo, 
Kp 


esssup |f(z)| , r = +00, 
z€Ky 


Ilfll- = Ilfllorce,) = 


这 里 esssup|f(2)| = inf, sup. |f(z)|, 于 是 每 个 Lr(K,),1 < r < +co 成 为 一 个 
z€K, me=0 xe K,Ve 

Banach 空间 . 

3.1.1 L 理论 


本 节 介绍 局 部 域 上 的 Fourier 分 析 的 L1 理论 01.184), 
设 K, 为 局 部 域 , Kp 的 特征 群 为 了 , = [xe : € € Kp}, 由 2.2 节 知 , 二 者 拓扑 同 
构 , Tp FERR k. 
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1. L! 函数 的 Fourier 变换 
对 于 f e L1(K,), 在 抽象 调和 分 析 中 , 定义 
(Fp) = (Fp) = |, ladn, xe eTs 
为 f 的 Fourier 变换 . 
Ff(xe) 是 定义 在 TI, 上 的 函数 , 正如 第 2 章 所 述 , 通过 映射 
xe € T, — € € Kp, 


特征 群 Dp 与 局 部 域 K, 是 拓扑 同 构 的 , BLA E e K, 代 特 征 xe € Tp, HHR E ET, 
可 把 f e L1(K,) 的 Fourier 变换 定义 为 : 
定义 3.1.1 (L! BACH Fourier BH) 对 于 f e L1(K,), 称 


PO = (Fp(0 = J: falais, £ €T, (3.1.1) 
为 了 的 Fourier 变 换 . 
例 3.1.1 设 a> -1 KBR f(x) = { d i š : 的 Fourier 变换 fA(8). 


R 设 |=, 求 1^(): 
mo= f Rd [exe 


0 0 ` 0 j 
= ax (z)dz = a 元 (z)dz = aT, 
> fs pre = D p [x 和 h 


k=—00 a, 

其 中 

pü — p"), k<- 

hay p", k=-14+1, 

9, k>-l+1. 

RAER, 得 到 
1—p-! 
1—p-(te)’ ll < 1, 
INE = 和 i 
ziar l o = i 
1—p-G+o) |£g1+e° \€| > 1. 


1 
例 3.1.2 RHR f(z) -{ ay lst 的 Fourier 变换 fA(6). 
0, F| >1 


3.1 局 部 域 K, 上 的 Fourier 分 析 37. 


WEB 
Inp _ 
ae _ z 1 _ J mer 上 < 1 
r= f res = farino] mL yoi 
1=p? |P š 


例 3.1.3 设 K, 是 局 部 域 , B* = {ce Ky: |z| < p=) 是 以 局 部 域 零点 为 
ay, pk 为 半径 的 “ 球 ”, 其 示 性 函数 记 为 
1, ze BF, 


5) 
0, z€ Kp\B*. (3.1.2) 


Bpr(T) = { 


R (Spx) (6). 
Ñ ”由 2.3 节 中 的 方法 得 


(@x)"(0= 人 morexeodz= [| xar 


= Í xn = f Cemas 
|z|<p-* 16-*zls1 


=k k, 
La | 
3 fia” soni [ 0， | ~€6*n| > 1. 
+B, 当 [€B*n| = plell] < 1 = ¿lini < p* BY, 3 El < p*, W elin] < ,所 以 ， 
H x(—-€6"n) Æ |- €6*n| < 1 时 平凡 ,得 f = x(—€6*n)dn = 1, 故 
mi 


lel < p" = (Gan) (€) =P" 
而 当 |€| > pk 时 , 总 存在 |m| < 1, 使 得 px|Ellmol > 1, 从 而 x (-&B*n) 非 平凡 , 故 
积分 为 零 . 于 是 
lel > pt = (Bee) (€) = 0. 

综合 上 述 , 得 到 

p.k, el< p 
o |é >p* 
下 面 给 出 平移 算 子 、 伸缩 算 子 、 反 射 算 子 的 定义 


定义 3.1.2 (平移 、 伸 缩 、 反 射 ) 对 于 定义 在 局 部 域 K, 上 的 复 值 函 数 f: K, 一 
c, 定义 


(®px)" (©) = { =p ðr (£). 
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(i) 平移 算 子 Th :了 一 mx f, he Ky, 

(mj)(z) = f(z —h), = € Ky; 
(ii) 伸缩 算 子 ps : f > psf, s € Z, 

(osjf)(z) = f(8°z), = € Ky; 
Gi) 反射 算 子 ~: f — f, 

Ña) = fC2) ze K;,. 
以 上 所 涉及 的 运算 , 如 z — h, pr, 都 是 局 部 域 K, 中 的 运算 . 于 是 , 有 
定理 3.1.1 ”对 于 函数 f: K, 一 C 的 平移 m IA ps KAH ~ 的 Fourier 变 
换 , Æ f e L1(Kp), 则 下 列 运算 公式 成 立 : 
(1) (mAY(E) = xx (6) S^E), € e T, hE Ky; 
(Xn()fF()) E) = HEME), € € Ty, h € Kp; 

(2) (e, f) (6) =p °p-. fA(6), € € Tp, s € Z; 


o (7) 0-70, (N | = Oe. cer. 
E 先 证 性 质 Q) 中 的 第 一 个 公式 : 


=/ Meeled = 人 JE- Wea) 
= 人 ,fxely + My = 人 EOLO 
= wQ) f Hali = ROO = WONO: 
下 证 性 质 (1) 中 的 第 二 个 公式 : 
cadONO= f fae = J. TOxCEDxtajaa 
=/ yaxuz-eatz= 人 Tex(w-eadz 
K, Kp 
=/ xsd = NE- h) = (n fO. 
为 证 性 质 (2), EM s € Z, FR 
wno f ONER = 人 TCR(adz 
= 人 TBax(-eady- f Foxe pa 
Kp Kp 
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=p" f re)xə-. man = vB“) = PaO) 
Kp 


性 质 (3) 的 证 明 留 作 练习 . 

Bl 3.1.3 中 的 示 性 函数 @ex(z) 在 Fourier 分 析 中 有 重要 作用 , 下 面 研究 其 性 质 . 
定理 3.1.2 @p.(z) 的 平移 rh, mmsx(z) = BhyBr(Z) 是 K, 上 的 连续 函数 . 
证 Ghipr(7Z) 是 K, 中 以 he K, 为 心 、p-* WEAR h+ BE 的 示 性 函数 


$, + p+ (z) = Oye (x — h) = hË p (z) ThEk(T), (3.1.3) 
H 
1, z€ h+ Bk, 
从 更 Bx(Z) = Paz p+ (z) = { 0, oe n+ Be, 


4 zo € h + BY 时 , 利用 局 部 域 中 两 个 球 之 间 的 位 置 关 系 定理 (定理 1.2.5) 知 
zo + BË C h+ Bh. 

于 是 , 只 要 z € zo + Bk C h + B, Ml ve > 0, BA 

|m px (z) — ® ge (z0)| = |1- 1] = 0 < z; 
当 zo é h + BË 时 , 同 理 (定理 1.2.5) 知 3zo + B°, 使 得 

zo + B° [1] h + BE = @, 

故 $p (zo) = 0. 于 是 , Ve > 0, Vz € zo + BY, 有 

Imd (z) — Th $*px*(zo)| = |0 — 0| = 0 < e. 


Th$p+ (z) = On p+ (z) 的 连续 性 得 证 . 

定理 3.1.3 ”对 于 更 pk(z)、 平移 mPp 与 伸缩 ps 更 px, 它们 的 Fourier 变换 有 
如 下 运算 公式 : 

(1) (Br) (€) =p ker. (E), € € Ty, k e Z; 

(2) (mh®px)’ (€) = p Fx) (E)r: (8), £ ETp, h € Kp, k € Z; 

(3) (psBpx)* (€) = p'p-,@A, (6), £ ETp, s€ Z, k € Z. 

证 明 留 作 练 习 . 
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2. 检验 函数 类 S(Kp) 


下 面 定义 局 部 域 K, 上 一 个 重要 的 函数 类 : 检验 函数 类 SK)", 为 完成 局 部 
域 上 的 Fourier 变换 理论 作 准 备 . 

首先 给 出 检验 函数 类 S(K,) 的 定义 与 性 质 . 

定义 3.1.3 (局 部 域 K, 的 检验 函数 类 S(K,)) 称 


n 
S(K,) = {> : Kp > C g(x) = Sejm, ps (z),c; € C,h; € Kp, ky e Z,1 Sj <n 
=1 


(3.1.4) 

为 局 部 域 K, 的 检验 函数 类 , 其 中 的 元 p(z) 称 为 检验 函数 . 

类 似 地 , 可 定义 Ty 上 的 检验 函数 类 s(r,), 但 由 于 K, ST, 是 拓扑 同 构 的 ， 
此 , 两 个 检验 函数 类 就 可 视 为 等 同 的 . 

定理 3.1.4 “对 于 检验 函数 类 S(K,), 有 如 下 性 质 : 

(1) S(Kp) 是 由 球 的 示 性 函数 平移 的 有 限 线性 组 合 所 组 成 的 具有 紧 支 集 的 区 分 
点 的 连续 函数 的 代数 ; 

(2) S(Kp) 连续 嵌入 到 空间 Co(Kp) 与 Lr(K,), 1 < r < +oo 中 , E. S(K,) 在 
Co(Kp) 与 L"(Kp), 1 < r < +00 中 稠密 . 

证 ”对 于 (1), 首先 证 明 每 个 p(z) = mPp (1) € S(K,) 是 具有 紧 支 集 的 连续 
函数 . 

事实 上 , 由 (3.1.2), 对 于 ke Z, 


1, z€ Bk, 
0, z€ K,\B*, 


õp (2) = { 
故 其 支 集 B* 为 紧 集 . 对 于 he Ky, 3 h e Be, W h+ BY = Bt, 
9(z) = mEpr(7) = $p, (z), 
断言 成 立 . 若 h e Kp\B*, 则 


1, z€h+Bk, 


ThBpr (7) = p (£ — h) = { ieee ae 


显然 也 具有 紧 支 集 . 函数 的 连续 性 由 定理 3.1.2 得 到 . 
其 次 证 S(K,) “KAR” 3, 即 


Va1, za € Kp, zi # z2 > Ay € S(Kp), s.t. p(T1) # (22). 
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事实 上 , 对 于 Yr, rz € Kp, 21 $ 12, 据 定理 1.2.5, 存在 Ke Z, 使 得 
(zl + Be 站 za + B*) = Ø. 


则 yp = r=, @ px (z) 就 是 所 求 的 函数 (注意 , 这 样 的 函数 并 不 唯一 ). 

再 证 明 S(K,) 是 一 个 代数 , 即 S(K,) 上 的 三 种 运算 : 加 法 +. BIR aa € C. 
乘法 x 满足 

@ 关于 +，S(Kp) 成 为 一 个 线性 空间 ; 

@ 关于 +, x, S(Kp) 成 为 具有 单位 元 的 环 ; 

@ KF ex, x, 满足 结合 律 a (yp1 x p2) = (e - p1) x pa = ñ x (a - p2). 
这 是 容易 验证 的 . 

对 于 (2), 据 Stone-Weierstrass 定理 I, ( 设 X 是 T, 型 局 部 紧 拓扑 空间 , Co(X) 
是 具 紧 支 集 连 续 函数 的 Banach 代数 ,单位 元 为 I A c C(X) 是 Co(X) HF 
单位 元 的 子 代 数 , I c A. MJ A = Cc(X) SERA 4 区 分 X 的 点 ), MX = 
Kp, Co(X) = Cc(K;), E A = S(Kp), 得 到 S(K,) = Cc(Kp); 进而 得 Cc(Kp) = 
Co(Kp), Co(Kp) = L”(K,), 1 < r < +00. 

定理 3.1.5 ”对 于 检验 函数 类 S(K,) 有 如 下 等 价 性 质 : o € S(K,) 当 且 仅 当 
存在 唯一 的 整数 对 (k,l) e Z x Z, 使 p 在 B* 的 陪 集 上 为 常数 , 并 以 B 为 支 集 ， 
suppy = B!. 

证 ”必要 性 . 设 pe S(K,) 的 表示 式 为 


p(z) = Lone B (2) -Èo Bu (z — hj), 


cj ER, hj € Kp, kj EZ, JF =1,2,---,n. 


$ hy € BY, H |h; =p”, j=1,2,…,n. FR, 对 于 1= min{frhra ,rn}, 显 
然 有 
supp p = B!. 


另 一 方面 , & k = max {ki,k2,… ,kn}, WY 
h; + BE C h; + BY c B!. (*) 
(*) 式 的 第 一 个 包含 关系 是 因为 k > hj; 第 二 个 包含 关系 是 因为 hj e Br: C B! 


这 里 ，(*) 式 蕴含 一 个 关系 ; k > L fE BY 在 B! 中 的 所 有 陪 集 所 成 的 集 
{B1/B*}，(*) 式 表明 , 每 个 h; + BY 都 是 {B1/B*} 中 的 一 个 障 集 , 而 py 的 


平移 与 线性 组 合 p(z) = > c; $ px, (z) 在 这 些 陪 集 上 取 常 数 . 
j=1 
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充分 性 . W ole) 的 支 集 为 B', supp ç = B', 且 在 B* MRR EREM. TA, 
k > L. 记 陪 集 所 成 的 集 为 {B/B}, WJ 
{B'/B*} a {B*, gk +Br,... ,(p — 1)6*-1 + BE bag 
B+ B*, (p -1)8' + B*}, 
其 中 的 陪 集 A; € (B! / Br) 都 是 形 如 
Aj=bj+B*, j=1,2,..:,m 
的 集 , 且 gla, = op j= 1,2,-.- ,m, mAAR, |bj| =p, bj € B, k 2 r; 2 1. 
于 是 , p(z) 可 写成 p(z) = 》 ajguw+Bx(z), 这 就 是 要 证 明 的 . 
EX 3.1.4 (p € S(K,) 的 指标 对 ) 称 定理 3.1.5 中 的 整数 对 (k, 1) X p € S(K;) 
的 指标 对 . 
下 面 讨论 检验 函数 类 S(K,) 的 运算 结构 与 拓扑 结构 . 
显然 , 在 加 法 运算 十 : 
P, p € S(K,) > (V+ ¥)(z) = lz) + yz) TE Kp 
与 数 乘 运算 a: 
e €e S(K,), o € C > (ap)(z)=ayz)，zeKp 
之 下 , S(K,) 成 为 一 个 线性 空间 . 
定义 3.1.5 (检验 函数 类 S(K,) 的 拓扑 结构 ) 赋予 检验 函数 类 S(K,) 以 如 下 
拓扑 : 称 S(K,) 中 的 序列 {en} c S(K,) 为 “ 零 序列 ”, 若 
(i) 对 所 有 ypn(z) € S(Kp), 存在 一 个 共同 的 指标 对 (k, 1); 
Gi) „lim en(z)=0 对 ze Kp 一 致 成 立 . 
在 定义 了 S(K,) 中 的 零 序 列 后 , S(K,) 成 为 一 个 拓扑 线性 空间 . 
定理 3.1.6 ”检验 函数 类 S(K,) 在 定义 3.1.5 的 拓扑 下 成 为 一 个 完备 的 可 分 的 


拓扑 线性 空间 . 
证 ”完备 性 易 证 . 可 分 性 : S(K,) 的 子 集 


S,(K,) = f E S(K,) : p(z) = 》 eit, Pps (z), c; € o} i 
3=1 


这 里 Q 为 有 理 数 集合 , 则 S.(K,) 是 可 数 集 , B S,(K,) 在 S(K,) 中 稠密 , 故 S(K,) 
是 可 分 的 . 


3.1 局 部 域 K, 上 的 Fourier 分 析 -43- 


以 讨论 检验 函数 类 S(K,) 上 的 Fourier 变换 的 分 析 性 质 作为 本 小 节 的 结束 . 
由 定理 3.1.4, S(Kp) C L1(K,), HM pe S(Kp) 的 Fourier 变换 由 (3.1.1) 式 定义 


PO) = (FOG) = | Alde € ery 
Ky 


定理 3.1.7 (1) 检验 函数 类 S(Kp) 中 函数 o e S(K,) 的 Fourier 变换 ^(6) 
是 S(Tp) 中 的 函数 , A S(K,) 上 的 Fourier 变换 F : S(K,) 一 S(Tp) Ë S(K,) 到 
S(Tp) 的 一 一 的 拓扑 同 构 映射 ; 

(2) # e E S(Kp) 的 指标 对 为 (k,1), 则 p^ 的 指标 对 为 (—1, —k) € Z x Z, BI y^ 
在 Bo! 的 陪 集 上 为 常数 , 并 以 B-* 为 支 集 , supp y^ = B. 

证 ”对 于 (1), 由 定理 3.1.3(2) 可 知 (max) (©) € S(Tp) 的 有 限 线性 组 合 的 
也 属于 S(P,,); 映射 F : S(K,) > S(Tp) 的 双方 单 值 、 双 方 连续 性 可 由 定理 3.1.2 与 
定理 3.1.3(1) 与 (2) 得 到 . 

对 于 (2), 设 p e S(K,) 的 指标 对 为 (k,1). 首先 对 于 w(z) = 更 ax(z), 由 定理 
3.1.3(1) 与 (2) 得 


(更 Be)^ (E) =p ker. (E) 与 (mm 更 Be) (€) = p "Xn(é) Er: (€), 
显然, 它们 的 支 集 为 rE. 于 是 , 只 要 说 明 特征 x, (e) 在 陪 集 集合 {T*/T!} 中 的 每 个 
o asa 而 这 由 特征 的 定义 ， Xn(€) = X(h£) 与 定理 2.2.2 便 可 得 到 . 
其 次 , 4 yp(z -于 rs 时 , 由 有 限 线性 组 合 , 有 y^ € S(Tp), ER 
MHL k = max (ki, ko, oe skn}, L= min{ri,r2,-- Ta}, HH r; H |h;| = p7™,1 < 
j <n, 确定 , 便 可 得 到 其 指标 对 为 (-1, —k). 定理 得 证 . 
上 述 定理 可 简单 表 小 为 


| eS) | , [o est» 
| (kt) J- Er | (3.1.5) 


3. BREF. k AMAF 


卷 积 有 重要 的 物理 意义 : 车 一 个 线性 系统 的 脉冲 响应 为 h(t), 进入 系统 的 输入 
(EEA f(t), 试问 输出 信号 是 什么 ? 


f(t) — |h(t) | — 9 


由 物理 知识 可 知 , 输入 信号 f(t) 在 进入 系统 时 有 时 滞 t — 7, 因此 经 过 系统 时 ， 
与 脉冲 响应 混 频 , 得 到 的 输出 信号 为 


at) = f +h = {f(r — Dh(ryar. 
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因此 卷 积 在 信号 分 析 中 起 重要 作用 . 与 经 典 情形 类 似 , 可 以 定义 局 部 域 Ke 上 
的 卷 积 算 子 . 


定义 3.1.6 ( 卷 积 算 子 ) W f,g : K, — C 为 两 个 Haar 可 测 函 数 , HK 
Uraa= 人 ye-agadz=- 人 Toe-adz (3.1.6) 


Af Hg 的 卷 积 . 

再 次 提醒 , 卷 积 的 定义 与 R* 上 卷 积 定义 的 形式 是 类 似 的 , 但 是 , 其 中 的 运算 ， 
例如 “--”, 是 局 部 域 K 中 的 减法 运算 . 

关于 卷 积 及 其 Fourier 变换 , 有 

定理 3.1.8 # f e L1(K,), g € Lr(K,), 1 <r < +00, W} 

(1) 封闭 性 : f* g e Lr (K;), E II * alle < lflhllgllr; 

(2) 结合 律 : (f*g)*h= f+(g*h); 

(3) 交换 律 : fg = g* f; 

(4) 卷 积 公式 : (f +9) = f^^ r = 1; 

(5) Parseval AR: f fla)ga)de = f. JAzjglzjdz r = 1. 

Kp K, 


证 关于 (1) ~ (4) 的 证 明 可 由 定义 与 实 变 函数 中 的 定理 与 技巧 得 到 ， 对 于 
(5), 也 由 Fubini 定理 交换 积分 次 序 得 到 . 

k 截断 算 子 的 意义 在 于 : 它 提供 了 gE Lioc(Kp) 在 K, 上 积分 的 一 种 近似 . 与 
经 典 情形 相 比 较 , 它 相当 于 那里 的 磨 光 算 子 (Fredrich 软化 子 ). 

定义 3.1.7 (k 截断 算 子 ) 对 于 f e Lioc(Kp) 5 k € Z, RAF 


A= | re)es-()az= /ydz (3.1.7) 


A k 截断 算 子 , 简称 截断 算 子 , Ak : Lioc(Kp) > C. 
截断 算 子 A 的 性 质 如 下 : 
定理 3.1.9 3 fe Ll(K,), W 


0 tim Mf = Í Han 
Ay = L: =p = file) 
D hve) = aa f.p Ta = f soae= Ai 


(3) lim A(f*x2)(2) = f(z), a-e. z € Kp. 
证 ”对 于 (1), 由 定义 


A= Í resar = [Har 
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即 得 
fen As Bm. pa tE ad= f f(e 


对 于 (2), 有 
A (xs) = 人 xse «(Cae = if IG Dela), 
由 定理 3.1.8(5), 上 式 化 为 
a= f SODB (Oe. (9 


令 g(n) = x=(n)@p-+ (n), 由 定理 3.1.1 中 的 公式 , (xa FOO = (mmf 人 ^)(&) 与 定 
H 3.1.3(1), (Bp-*)^() = per, (€), 便 得 


ODE) = (x=()#p-x(:)) (€) = (rz (#p-+()))(6) 
= Ta {prBr-:(€)} = p'ór-, (£ — z). 


代入 (*) 式 , 并 由 Op = Ope 得 
AA) =f OBrag =o" [fede = fe), 
Tp z+B* 


(2) 得 证 . 
下 面 给 出 (3) 的 证 明 要 点 : 


Ë falc) =p foe S(dat, wk(z) = 7" fy pldt, 有 


© # e e S(K,), 则 对 足够 大 的 EN, pk(z) = e(a); 
@ Ë f e Lioc(Kp) , 则 只 需 对 f e L (Kp) 进行 证 明 , 因为 可 令 


Silt) = (Tao) (t) f (t) = Bolt — 2) F(t); 


从 而 fı € L1(K,); 
@ WF fi e L1(K,), Ve > 0, FE g € S(K,), 18 ||i — g|h < £; 
@mMF fer io HO, f — fe = (f - 9) — (f — 9)x> E 


0 < lim sup|f(z) — fi(z)| < |f(z) — g(z)| + lim sup|(f — 9) xl: 
@vi>0, 令 


E = (z € Kp: lim suplf(z)— fx(z)| > ô}, 
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则 
Before Ky o -so> SVU eek: tim suplf = aa) > $} = UB 


© m= f sadar=f ias < | SU) atla < Ff -gl 
fz € Kp : lim sup|(f — g)k(z)| > 引 
ó 
= f: € Kp: lim sup |p" Ea g)(z)dz| > 
6 
< Í: € K, : sup pë VR > i} 
< {re 


KM o(e) >} < (8) -oh = i-o 


|B2|= 


由 此 得 到 
[Bl < [Bil + || < $ If- all < $e 


固定 ó, > = — 0, 得 到 |E| = 0, 此 即 jim | f(z) = f(z), ae. z € Ky, Ñ 
im, Ak(f*X2)(2) = f(z), a.e. z € Kp. 


在 上 述 6 条 得 证 之 后 , 定理 3.1.9(3) 得 证 . 

4. L1-Fourier 变换 的 性 质 与 北 Fourier 变换 

下 面 研究 L1-Fourier 变换 的 性 质 与 逆 Fourier 变换 及 其 性 质 . 

定理 3.1.10 ”对 于 L1-Fourier BH, 有 如 下 分 析 性 质 : 

(1) BRAT F: f 一 f^ J: L(K) Bl L(y) 的 范 数 非 增 有 界线 性 变换 , 即 
BYE: ( +9) + f + g"; (af) — af, a € C 为 常数 ; 
有 界 性 、 范 数 非 增 性 : AIz=ery < lifler 

(2) f e L (Kp), MJ f^(E) EE e Tp 的 一 致 连续 函数 ; 

(3) f € D (K,), W ade FME) = 0 (Riemann-Lebesgue 引 理 ); 


(4) Æ f e L(K), f^ e L) (T), W f(z) = 人 f" (6)x=(6)d6, ae z € Kpi 


(8) Æ Lg ELK), H g^ e Dr), W) f f(e)a(a)de = [ rorwe 
(REAR). j , 


3.1 局 部 域 K。 上 的 Fourier 分 析 . 47. 


证 “线性 、 有 界 性 、 范 数 非 增 性 是 明显 的 . 为 证 性 质 (2), 任 取 h e P, 由 
AG ML Í feela 
-人 Slee — 大 ol) 
= I. f(z)xe(z) [vx (z) — ede. 


利用 f e L*, |Xe(w)| = 1, Xale) = x(hz) 的 连续 性 , 以 及 lim x, (z) = 1, 于 是 , 由 
Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 


lim (fA(€ + h) — FO} = 0. 


性 质 (2) 得 证 . 
对 于 性 质 (3), 首先 , 对 ç e S(K,) c L'(K,), 有 e" E€ S(Tp), 具有 紧 支 集 , 故 
gis e(€) =0 


成 立 . 
其 次 , 对 于 f e L1(K,), 任 给 。 > 0, 由 稠密 性 , 存在 ge € S(K,), 使 得 


If — sella) < E 
注意 到 supp(ype)^ 为 紧 集 , 为 证 Jf) =0, 只 需 考虑 z ¢ supp pe Bf, 
INOI = |(f -IAME < WCF = ge) sr,) < IIF- gellig) SE 
WEAS m J^E =0. 
为 证 (4), 由 f^ e Lp), 考虑 上 截断 算 子 
nao f /MO (Our (Oe 
= 人 ,OBr Ox Ed 


可 视 为 
Gr(é) = POF EO) = Er (E) € LI (Ts) 
的 Fourier ZKR 
Ak(f^xz)(z) = GR (z). 
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因此 , 由 本 定理 的 (1), 则 Yk，Ax(f^xz)(z) 是 = e Ky 上 的 一 致 连续 函数 .于是 , 极 
MEM lim AZz(fAxe)(z) 存在 、 连 续 , B 


ER MUE = lim, [fee (Oem (Oa 
= im, [0a = f POE: 
另 一 方面 , H f eL (Kp), 据 定理 3.1.9(3), 
pim Ar(f xz)(z) = f(z), a.e., z € Ky. 
这 就 给 出 了 本 定理 的 (4), 
r= f (eye (Oe, ae, z Kp 


为 证 (5), 利用 Fubini 定理 与 (4) 


[semen = f | rom Fae 
Tp Tp [YKp 

= 人 fe) | 人 I xO] a= f f(r. 
定理 得 证 . 


H S(K,) C L1(K,), 以 上 定理 中 的 性 质 对 于 o c S(K,) 都 成 立 . 

为 讨论 L'-Fourier 变换 的 逆 变 换 , 先 讨 论 检验 函数 类 Sp) 中 函数 的 Fourier 
逆 变换 ， 

定义 3.1.8 (Y € S(Tp) 的 Fourier 逆 变 换 ) XIF y € S(T), 称 


如 (z) = F(z) = 人 vOxe(Edé, EK, (3.1.8) 


AX 0 BU Fourier 8 RH. 
于 是 , 有 


F: p €S(Kp) > e" E€ S(p) 5 F- : Y € S(Tp) > Y“ e S(K;), 


由 于 K, BMY, & Fourier 变换 F 与 逆 变 换 F- 都 是 S(K,) 到 S(K,) 的 映射 , 从 
而 
ç ES(K Ete" e S(p) S(K,), 
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并 且 成 立 
N“ =p=(~')", p ESK). 
1 ph. se, 
$3.14 B Bre(6) = { 0, EEDI. R (@r.)V(2). 
解 由 


Ge) 0)= | sr (Ox)ae = /Bret (Oe 
= Í sex. = Paola) = ppr(s), 
于 是 
(@r) (2) = pha (2). 


回顾 定理 3.1.7, Fourier 变换 F : S(Kp) > S(Tp) 是 一 一 的 映 上 的 同 胚 映射 . 
HF: po y^ 5 F: y > y 定义 ,定理 3.1.7, 以 及 pe S(K,) C L1(K;), 
y^ ES(T,) c L! (Tp) 与 定理 3.1.10(4), 得 到 


ol) = Í Ex, =e Kp 


由 于 yp(z) 的 连续 性 , 上 式 处 处 成 立 . 于 是 ， 


bea Jz g^ o ee | emir ga) 
(-1 (k,l) 

现在 讨论 L1-Fourier 变换 的 逆 变 换 与 反 演 公 式 . 

定义 3.1.9(Z1 函数 的 Fourier MAEM) ”对 于 ge L1(T,), 称 


(3.1.9) 


Va) =F gla) = | Oxe, = € K, 
Tp 


为 g 的 Fourier # ER. 
注意 到 , Kp = Tp, 故 通常 也 将 Fourier 逆 变 换 写 为 


ra= f g(€)xz(E)dé, cE Ky. (3.1.10) 


Ind, O<R[<1 
例 3.1.5 RBM o(6 = ll 的 Fourier 逆 变 换 . 
0， le) >1 
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R RVE): 
gv(z)= 人 oOxz(6d6 = fees arene 
In 1 
pap Sh 
a Inp 1 
Ipi ial’ |x| > 1. 
下 面 是 有 关 Fourier 变换 的 反 演 公式 . 


定理 3.1.11 ”对 于 f, f", 有 
(1) f(z) e L! (Kp) 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 , 即 存在 g e C(K,), 使 得 
f(z) = g(7), ae. z € Kp; 
(2) f e L1(K,), f^ € LL (Ty), 则 Fourier 变换 的 反 演 公式 成 立 : 
Ha) = Í IOE, ae. 2 € Ky, 
r, 


BI f, f^ e L > (FNY = f, RAI, p, oA € S, 有 (pA)v = ç; 
(3) # f e L1(K,), f" > 0, B. f HE z = 0 连续 , 则 S^ e LT), 且 反 演 公式 
成 立 : 
fla) = Í POE, ae FE Kp, 
Tp 


特别 地 , /(0) = 人 OLA 


证 (1) 由 CU) (Kp) = L'(Kp)(C(Kp) 在 L1(K,) PRE) BS. (2) 就 是 定理 
3.1.10(4). 为 证 (3), 首先 证 明 : 条 件 “f e L'(K,), f > 0, E. fE z = 0 ER” A 
“f^ e LT)”. 

事实 上 , 据 定理 3.1.10(1), f € L1(K,) > f^ € Cp), B. f^ # r, 上 一 致 连续 . 
由 f^ > 0, 利用 Fatou 引 理 与 定理 3.1.9(3), 以 及 f(x) 在 z = 0 连续 , 得 到 


0 人 EEC MOto 
< tin f Otea um f Oore, 
koto k—+oo /Tp 


其 中 xo(e) = 1. k mente, 
fr xl) DEAE = Axo), 
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前 式 化 为 


o< [0k < lim Ae (f^xo) = lim Ay (f^xo) = f(0) < +00, 
Tp 


+00 一 +oo 


故 fx eL). 然后 再 由 定理 3.1.10(4), 就 得 到 (3). 定理 得 证 . 
Fourier 变换 法 的 依据 一 一 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 如 下 : 
定理 3.1.12 3Ff,g e Ll(K,), B. fA = g^, W f = g, ae. 
证 ” 据 定理 3.1.11, 作 如 下 推理 : 由 


I = 9" = (f -9) = 0, 


sa) =a) = J ^- NOOA 
= [ U -DNOxl =0, ae. 


定理 得 证 . 
5. HL 极 大 算 子 M 
定义 3.1.10 (Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M) 对 于 ge Lioc(Kp), 定义 算 子 


1 1 
MsG) = supe Í, aa = > 而 atas 


ES 
中 的 球 


S:Kp 


称 M :9 > Mg 为 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 . 

下 面 先 叙述 一 个 称 为 Wiener 的 覆盖 引 理 , 但 不 加 证 明 . 

定理 3.1.1381 $f E c K, 是 具有 限 Haar 测度 的 可 测 子 集 , 又 (S.) 是 E 
的 球 覆盖 , BD Sa 为 K, 中 的 球 , H U S, D E. 则 对 于 任 给 的 mm 0 < n < 1, 存在 有 


限 个 互 不 相交 的 球 (S) 满足 “ 
N 
> Sk > nlEl. 
k=1 


Hardy-Littlewood 极 大 算 子 有 如 下 性 质 : 
定理 3.1.14 3 f € L1(K;), À > 0, WJ 
Hz € Kp: M f(z) >A} < yl， (3.1.11) 
即 HL 极 大 算 子 M 是 弱 (1,1) 型 算 子 . 
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证 XT AX>0, E= (z€ K,: M[(z) > A}. I E ËJ Haar 测度 为 有 限 值 
的 任 一 可 测 子 集 E, E, c E, |E,| < +co. 
Vz € By, 存在 球 Sz, 满足 ze Sz, HH f e L1(K;), À > 0, 得 


f |/(t)ldt > AlSel- (3.1.12) 
Ky 


TÆ vee, A MJG)= s m fs olde > A. Hak, Gg S, WA 
“Suse Pls 


1 
if. If(D)ldt > 入 (3.1.13) 
这 样 , 球 族 {5*}。ee, 满足 覆盖 定理 3.1.13 的 条 件 ， Y S; D Ey. 因此 , 任 给 n > 0, 


且 0 < 7 < 1 则 存在 有 限 子 族 {51,5S2,… ,Sw} c Te 其 中 的 球 互 不 相交 ， 
且 


N 
> lskl > nln. 
k=1 


联合 式 (3.1.12)、 式 (3.1.13), we 


El < > ls < x; y wis h. 
在 上 式 中 , 令 7 — 1, 得 到 
I| < Mh. (3.1.14) 
为 证 式 (3.1.11), 用 反 证 法 . 对 于 f e L (Kp), EFE Ao > 0, 使 得 
|Eo| = (z € Kp: M f(z) > Ao}| = 
FE, VA > Ao, 包含 关系 (z € Kp: M f(z) > À) 2 (z € Kp: M f(z) > Ao} 给 出 
|(z € Kp: Mf(z) > A} > Hz € Kp : Mf(z) > Ao} = 
另 一 方面 , VNo > 0, 存在 足够 大 的 球 Sz, z € Eo, 使 得 |S;| > No, 并 且 在 S, 
上 有 |f(z)| > do (否则, 若 Vz € Eo, 都 有 |f(z)| < ro, 则 M|f|(z) < ro, 与 ze Eo 
矛盾 ), 故 
Wal, > | i> ls > Aono, 
而 此 式 与 f e L1(K,) 矛盾 . 于 是 
|E| = | (z € K, : M f(z) > A}| < +00. 
式 (3.1.14) 中 的 E, CER EHERAARM EN TT 84, 对 于 E ERL, 
于 是 由 |E| < Ub 证 明了 式 (31.11), 定理 得 证 . 
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3.1.2 L? 理论 
本 节 介 绍 Fourier 分 析 的 L? 理论 M9184), 
1. D? 函数 的 Fourier 变换 


首先 给 出 一 个 定理 . 
定理 3.1.15 # fe L(K) NIK), WJ I^ = lfl 
证 XF f< Ll(K,) Y L2(K,), + 


9(z) = f(—z), 


SW g € L'(K,) (Kp), B 


O= {Taxa | solas 


= 人 Oxid = 人 xe dt = FH. 
于 是 , 由 定理 3.1.8(1), (4), 有 
f, g € L'(Kp) = f *g € L1(K;) 
= (f *g)^ = f^g^ = f° F* = f^? > 0. (3.1.15) 


另 一 方面 , 我 们 断言 
f, g€ D(K,) > f *g € C(K,). (3.1.16) 


其 实 , HE Holder 不 等 式 , 有 
fe o(e+y) — f + gla) = |. [fe+y— z) — f(z — z)]g(z)dz 


到 1 
< 全 fe+y-2) -人 -时 T wear) 


= JFC +y) — FOl lolz- 


于 是 , 4 y 一 0 Bf, 由 12 平均 连续 性 , 得 |f(- +) — Ola lloll = 001), y > 0. 这 
蕴含 


lim (f *g(z +y) — f *g(z)) = 0, 


即 f < g 连续 . 
于 是 , 由 (3.1.15) 与 (3.1.16), 对 于 卷 积 f * g, 有 以 下 性 质 : 
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@ (F *9)* = > 0; 
© f *g € L1(K,); 
@ f * g 连续 . 
据 定 理 3.1.11(3), 得 到 (f *g)^ e L1(T,), E. 


Gr90)= Í s@-J/aas= | TEO 
=| Traya: = Í paz. 
K, Kp 
另 一 方面 , 因 gA (z) = O, 
GDO = Í Fra f egde 
= | P= 人 epan 
Tp Tp 


这 样 得 到 ^l = |l, 定理 得 证 . 

现在 可 以 定义 f e L2(K,) 的 Fourier BHT. 

定义 3.1.11 (L? 函数 的 Fourier WH) 设 feL?(Kyp), 令 F(z)=f(z)®p-x(z)， 
称 Fx(z)2b f(z) 的 上 截断 函数 ,kkE Z. 显然, F. E€ L1(K,) Y L2(K,). 于 是 


(o= /ree = f 1e 
车 存在 一 个 函数 F e LT), 使 得 


1 
pln, { 人 re- aroa) =0, 
记 为 

F(E) = Lim, (Fe) (8), 
这 里 jim, 是 指 当 上 一 +00 时 的 L? 平均 极限 (limit in the mean), 则 称 此 F A 
f € I2(K,) # Fourier 变换 , 仍 记 为 F = f^, MEM 


{~E = lim. (Fe) (6) = Lim, f(z)xe(z)dz, EET, (3.1.17) 
Hoo <> 


大 一 十 oo Jig) 


为 fe L2(K,) 的 Fourier 变换 . 清楚 地 说 , f e L2(K,) 的 Fourier 变换 f^ 满足 


=0. 
L2(Tp) 


lim 
kto0 


ro- 人 seq (ORM 
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定理 3.1.16 f € L?(K,) 的 Fourier 变换 有 如 下 算 子 性 质 : 
(1) 映射 FP: f 一 人 ^ 是 L(K) 到 LT) 的 线性 映射 , 即 线性 : (f + 9) 一 
J^ 人 +gAi (af) + af, a € C 为 常数 ; 
(2) L2(K,) 上 的 Fourier 变换 具有 保 范 性 , BI 
IF = Ill; 


(3) BRAY F : f — J^ J: L2(K,) 到 Lp) 上 的 同 构 (isomorphism), 即 一 一 的 
映 上 的 双方 连续 的 ; 
(4) ## f,g e L?(Kp), W f^, g^ 成 立 Parseval 公式 


/swe = {Fagor 
Kp Kp 
(5) L?(K,) 上 的 Fourier 变换 是 U 变换 , 即 乘积 公式 
人 Au = f. aaas 
r, Kp 


这 个 等 式 中 的 左 、 右 两 边 分 别 是 Z2(Ty) 与 L2(K,) 的 内 积 : (^, g^) = (F9). 
证 (1) L2(K,) 上 的 Fourier 变换 的 线性 是 明显 的 . 
(2) 为 证 L?(K,) 上 的 Fourier 变换 F : f — f^ 是 保 范 的 , 由 定理 3.1.15 有 


I| = [Fella - 


x 
Fe)" — fll —0, Fk- fl > 0, 
因此 , 在 L?(Kp) 范 数 意义 下 , 有 ||f^||。 = lll, 保 范 性 得 证 . 
(3) 的 证 明 如 下 : 为 证 F: f 一 f^ 是 L2(Kp) 到 Lp) 的 同 构 , 先 证 Fourier 
变换 下 :一 f^ 是 映 上 的 (onto). 
记 (L?(Ky))* = {F^ : f e P(K,)), ERA (L?(Kp))^ C L2(T;). 
车 (L?(K,))^ G (r), 则 如 下 “论断 ”成 立 : 3g e Z2(Tz)N(Z2(Kp))^, g # 0, 


lgliz #0, 而 没有 f e D2(K,), RE g = f^, 从 而 vf e L2(K,), 人 5f^ =0 成 立 . 
因 若 不 然 , 3f e DK), E g= fn WoA | a= [STF INR 但 
r, r, 


是 ,0 二 f af = [ go, 这 个 矛盾 说 明 “论断 ” 正确 . 
ya rs 
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另 一 方面 , 由 o= f sr =f ət 得 到 


/Wf=0 vr e Pac, 
由 Haar 积分 的 唯一 性 得 gA = (9)^ = 0. BRS ||gA||, = llg|l, 40 矛盾 , 所 以 只 有 
(L?(Kp))* = DP(K,), 


BDF: f f^ 是 映 上 的 . 
映射 F: f — fx 是 一 一 的 双方 连续 的 , 证 明 留 给 读者 . 
(4) 注意 到 f,g e L2(K,) MA: 24 k — +oo 时 ,有 


i i 
IF: fl = ( J eyes) - Pas) = ( te Veta) = 0; 
另 -方面 , 4 j +oo 时 ,有 


i 3 
IG; -gl = (Í. lg(z)#p-: (z) 一 acres) = (e weas) >0, 
其 中 Fi 与 G; 分 别 为 f 55 g 的 上 截断 函数 与 j 截断 函数 . 进而 


Fy € L*(Ky)\L7(Kp) > (Fr) EL?(Ty) > (Fe) — ^l > 0, 
G; € L! (KPNL (Ks) = (G;)^ € L? (Tp) > l (G;)% — gl, > 0. 


再 由 定理 3.1.8(5) 得 
f Px(z)(G;)N(a)dz = f (FoA(2)G;(z)dz. (3.1.18) 
Kp Kp 
这 样 , 在 (3.1.18) 式 中 先 固定 k, 对 于 左边 , 有 
/ Fx(z)(G;)*(z)dz -f Puaro = l F(z) [(G;)^(2) — g^(2)] dz 
Kp Kp Kp 
< f, IPE NGNE) -sar 
Kp 
< [Fella (G^ — 9’ lla- 
令 j 一 +oo, 得 


tim rl) (oar = Í dey(an (3.1.19) 


jotoo 
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对 于 (3.1.18) RAI, 当 j 一 +oo 时 , ABA 
in [ENOG f, (Paade (3.1.20) 
(3.1.19) 与 (3.1.20) BRA 
J nayana = .Fag 
Ky K, 
HERS k +00, 作 同样 处 理 , 便 得 到 
f f(a = 人 f'(z)g(z)dz. 
Kp Kp 


性 质 (4) 得 证 . (4) 的 证 明 也 可 由 f,g e L? > fg e L1, 再 用 Fubini 定理 . 
(5) L?(Kp) 上 的 变换 是 U 变换 . 因为 由 (L7(K,))* = LT), Mg € 
L2(Kp), E g = (g1)^， 


bene nei ale 


这 里 用 到 gi = 9%, 留 作 练习 . 定理 得 证 . 
2. L? 函数 的 Fourier 逆 变 换 


定义 3.1.12 (L? 函数 的 Fourier MRR) 对 于 f e L?(Kp), 有 f^ € L2(r,), 
则 映射 


F:f> f^ (3.1.21) 
是 L2(K,) 到 L2(P,) 的 一 一 同 构 , 故 映射 F 的 逆 映 射 F 存在 , 记 为 
FP|1: g — fv, (3.1.22) 


称 逆 映射 F: f — fY 为 fe L?(Tp) 的 Fourier RRR. 

于 是 , 除了 定理 3.1.16 关于 L2(K,,) 的 Fourier 变换 的 算 子 性 质 外 , 还 有 算 子 的 
运算 性 质 : 

定理 3.1.17 f € L?(K,) 的 Fourier 变换 有 如 下 运算 性 质 : 

(1) (taf) = xx f", (xx f) = mf", 其 中 (m f)(z) = f(z — h), h € Kp; 

(2) (on f)* = p p-rf^, 其 中 (px f)(z) = f(p*z), k € Z; 


G) (x= v, (y =F, = Os 
(4) f e L?(Kp), g e LY(Kp), W (f x g)" = F0%s 
© f e (K), LT), W (z) f POX EdE, ae z € Kp 
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这 个 定理 的 证 明 留 作 练习 . 
定理 3.1.18 f € L*(K,) 的 Fourier 变换 有 表示 式 : 


J^E) = , lim 


k—+oo Jisp 


F(z)X¢(x)da, a.e., (3.1.23) 


或 写成 
PO = lim, i f(x) ® p-»(2)Xe(a)dz, ae. (3.1.24) 


证 WO, = bp, 计算 
Í 1i = | sebaa) 
Iz]<p* Kp 
=f 1o 
Ky 
= [ POO an (8.1166) 


= [ oTe] (#A, (n) = pe, (m) 
=p 人 "(eelan (EB) = Teun) 
= p* 人 ， $^ (n)Te®x (nan 


=p i: fA(n)$](n — £)dn 
= Í Pin = (I) 
In-€l<p 
H f e D2(K,) > f^ € DP(T,) > f^ € Lioc(Tp), 故 据 定 义 得 
(fk (6) — f°(€), a.e. 
于 是 便 得 到 (3.1.23) 35 (3.1.24). 
3.1.3 Lr 理论 
本 小 节 介绍 Fourier 分 析 的 Lr(K,) (1 < r < 2) 理论 . 
1. Lr(K,) (1 < r < 2) 函数 的 Fourier 变换 


对 于 f e Lr(K,), 4 1 < r < 2 Bf, 其 Fourier 变换 理论 建立 在 + =1,r=2 的 
Fourier 变换 基础 上 . 
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事实 上 , 对 于 任意 f e L'(K,), 取 一 个 常数 > 0, 令 


f, Ifl>a, 0, Ifl>a, 
a= a = 3.1.25 
f $ Iisa f r Ifl < o. (21:2) 


FE, f = fe + fa, H fe e D (K,) NL (Kp), fa € L?(Kp) VL" (Kp), 这 是 因为 
f=f“+fa IFI = fal +17 
H 
\f*| <|fl > f* e Lr(K,), 
IF] < (e) CPIS > f° e L! (Kp); 
[fal < Ifl = fa € L"(Kp); 
\fal? <0? "|fal” > fa € L?(Kp). 
于 是 , 可 以 把 f e Lr(K,) 分 解 为 了 = fa + f°, He 
L\(Ky) + L?(Kp) = (f e L"(Kp): f = fa + f“, fa € L'(Kp), f° e DP(K,)), 
如 此 , 可 以 定义 Lr(K,) 的 Fourier 变换 . 


定义 3.1.13 (L” 函数 的 Fourier 变换 ) 对 于 f e Lr(K,), 取 (3.1.25) 中 的 函数 
fa, f°, 使 得 f= fa + fe ,并 定义 


及 = (fa) + (f°), (3.1.26) 
这 样 定义 的 f^ 是 唯一 确定 的 . 
定理 3.1.19 ”由 (3.1.26) 定义 的 f e Lr(K,) 的 Fourier 变换 是 唯一 确定 的 ， 
HB P: f f^ Ë (K) B) L” (Cp) 的 范 数 非 增 的 线性 算 子 , 其 中 二 + 二 = 1 1< 
r<2. 
证 唯一 性 . 设 
f=fi+ fe fel (Kp), fs € LP (K); (3.1.27) 
f=g+9, g € L'(Kp), 92 € L2(K;,); (3.1.28) 
于 是 , 由 (3.1.27) 5 (3.1.28), 首先 得 
fi + fa = f = % +g, 
即 fi — 91 = 92 — fo; 其 次 得 


fi- € L(K), g2- fz € P(K;), 
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这 表明 fı- gı € L (Kp) NL? (Kp), 92 — fs € L(K) | L2(K,). 显然 
Gi- 9) ELT), (92- f2)^ € Lp). 
如 下 推理 便 得 到 唯一 性 : 


fi — 91 =g- f2= (fi — 91)” = (92 — f2) = (F^ — (91)* = (92)^ — (fa) 
= (fa)^ + (fa) = (g2)* + (gD) = (fi + fa)” = (91 + 92)". 


线性 是 明显 的 . 

范 数 非 增 性 . 由 于 
f E L(K) > f" e LT) > feet, < fleg: 
F € L(K) > f^ e LT) > Ilze, = flira): 


FE, YF F: f > f" L(K) — LX(Tp), L(K) > Lp) 的 连续 线性 算 
+, HÆ (1,00) 型 与 强 (2,2) 型 的 , 因此 , 由 Riesz-Thorin 同性 定理 5Y, 得 到 
FP: ff E: Lr(K,) > L Tp) 的 范 数 非 增 算 子 ; 对 于 1<r<2 有 
f e L" (Kp) > f" e L” Pp) > [IF Mine (ry) S lfl) (3.1.29) 
定理 得 证 . 
Ë Ash (3.1.29) 对 于 1<r< 2 成立. 
2. L"(Kp) (1 < r < 2) Fourier 变换 的 性 质 


定理 3.1.20 fe L"(K,) (1 < r < 2) 的 Fourier Casna 
(1) (m f)" = Xn f^, (xx f)" = taf, 其 中 (m f)(z) = f(z — h), h € Kp; 
(2) (pkf)^ = p-*p_nf®, 其 中 (ok f)(z) = aay keZ; 


@ (J) =m (N = 

(4) f e (K), 9 € L'(Kp), JU (f #9) = rg"; 

O se (6), f Sad = 人 Sats 

(6) f € L'(Kp), g € L'(Ky), g^ e Li(Tp), W 人 m= Í = 

(7) f e L"(Kp), f" e (Ts), W f(z) = 人 fA(0)x=(046, ae z € Kp. 
这 个 定理 的 证 明 留 作 练习 . 
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3.1.4 分布 理论 

为 完成 局 部 域 Kp 上 的 Fourier 分 析 , 下 面 讨论 局 部 域 K, 上 的 分 布 理论 P1721, 

与 R" 情形 类 似 , 分 布 理论 是 局 部 域 上 调和 分 析 的 重要 组 成 部 分 . 在 前 三 节 中 ， 
得 到 了 Fourier 变换 F : f — 用 是 L (Kp) > L” (Tp) 的 范 数 非 增 算 子 , 1 < r <2, 
即 

ELK) +f ELK) +351; 
IF lee ory) S flercr,) : 

但 是 却 不 能 推广 到 r > 2. 为 此 , 这 里 采用 分 布 理论 解决 这 个 问题 . 

本 节 除了 要 用 到 检验 函数 类 S(K,), 以 及 前 面 所 介绍 的 有 关 S(K,) 的 各 种 性 质 
外 , 还 要 用 到 以 下 的 定理 : 

定理 3.1.21 # ç, Y € S(K;), WEB mye. MR pep. BUN $5、 乘积 p .从 、 
卷 积 px) 都 属于 S(K,). 进而 , 检验 函数 空间 S(K,) 中 , 映射 ç 一 my, ç 一 pkp, 
8p 一 也 是 S(K,) 到 S(K,) KAHE. 

定理 是 显然 的 . 

1. S(Kp) 上 的 分 布 、 分 布 空间 S*(Kp) 

首先 定义 分 布 与 分 布 空 间 . 

定义 3.1.14 (S(K,) 上 的 分 布 ) 检验 函数 空间 S(Kz) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 
T :S(K,) 一 C 称 为 S(Kp) 的 一 个 分 布 ; SLKp) 上 分 布 的 全 体 所 成 的 集合 称 为 S(K;) 
上 的 分 布 空间 , 记 为 


(Kp) = (T : K, >C, T 是 K, 上 的 连续 线性 泛 函 } . 
在 分 布 空间 S*(K,) 中 , VT € S*(K,), 对 p € S(K,) 的 作用 记 为 
(T, 9), (3.1.30) 
有 (T,) € C. IRF S*(K,) USS" HF (w*-topology): 对 于 Tr € S*(Kp), 
T, EP 0 © (Tay) © 0, Ve e S(K;). (8.1.31) 


分 布 空间 S*(K,) 在 弱 "拓扑 之 下 成 为 一 个 拓扑 空间 . 在 S*(K,) 中 定义 加 法 与 
数 乘 : T,S € S*(K,), o € C. 
G) T+ S 定义 为 满足 


(T + 5,9) =(T,9)+ (S9), Ve € S(K,) 


的 分 布 工 + Se S*(K,); 
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(ü) oT 定义 为 满足 
(aT, p) = a(T,~), Ve € S(K,) 


的 分 布 aT € S*(K,). 

FE, 在 这 样 的 加 法 与 数 乘 之 下 , S*(K,) RAZOR C 上 的 线性 空间 .不 难 证 
明 , 在 弱 " 拓 扑 之 下 , 加 法 与 数 乘 是 连续 的 . 因此 , S*(K,) 在 弱 " 拓 扑 之 下 成 为 一 个 拓 
扑 线性 空间 . 

下 面 给 出 S*(K,) 的 例 . 

例 3.1.6 Lioc(Kp) C S*(Kp)- 

解 vf e€ Lioc(Kp), 由 


Tv) = (he) =f raya veest) 


确定 的 积分 表示 , 显然 是 一 个 线性 泛 函 . 其 连续 性 证 明 如 下 : 取 pn e S(K,), 且 


S(Kp) 
n — 


@ ç. 


S suplpn(z)| = v(z), WJ Y € L(K,), 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 (S, pn) = 
(f, 2. 于 是 , f € Lioc(Kp) > T = f € S*(Kp), 此 即 Lioc(Kp) C S*(Kp)- 

S 3.1.7 Lr(K,) C S*(K,), 1 < r < +00. 

解 H Lr(K,) C Lioc(Kp) 得 到 . 

例 3.1.8 AE (Dirac) 分 布 € S*(K;). 

解 ” 狄 拉克 分 布 6 定义 为 


(6,9) = (0), Ve E€ S(Kp). (3.1.32) 
不 难 验证 5 € S*(K;,). 
定义 3.1.15 (正则 分 布 与 奇异 分 布 ) 分 布 空间 S*(K,) 中 的 分 布 Te S*(K;) 
称 为 正则 分 布 , 若 它 能 表示 为 积分 形式 


(人 2) = f fe, Ve EsS(Kp), 


其 中 了 : Kp — C K, 上 的 复 值 函数 ; 否则 , 就 称 分 布 fs S*(Kp) 为 奇异 分 布 . 
FE, Lioc(Kp) 中 的 分 布 是 正则 的 ; 5 是 奇异 分 布 . 
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2. 分 布 空间 S*(Kp) 上 的 Fourier 变换 


定义 3.1.16(S*(Kp) 上 的 Fourier 变换 与 逆 变 换 ) “分布 空 间 S*(K,) 中 分 布 的 
Fourier 变换 定义 为 : 称 一 个 分 布 S e S*(Tp) 为 分 布 T € S*(K,) 的 Fourier 变换 ， 
车 

(5,p) = (T,p), Ve € S(K,) 


成 立 , 仍 用 记号 s = TA. 因此 上 式 也 写 为 
(TeoA) =(T,y), Ve €S(K,). (3.1.33) 


分 布 Te S*(Tp) 的 Fourier 逆 变换 TY € S*(K,) 定义 为 满足 


(TV,eV)= (T,e), Ve €S(Kp) (3.1.34) 
的 分 布 TY. 
由 于 K, ST, FUR, (3.1.33) 与 (3.1.34) 都 可 写 为 如 下 等 价 形式 
(T^) =(T,9%), Ve E€ S(Kp), (3.1.35) 
(TY, p) = (T, 9“), Ve € S(Kp). (3.1.36) 


例 3.1.9 AAAA ó c S(K,) 的 Fourier 变换 . 
解 ” 狄 拉克 分 布 5 的 Fourier 变换 5” 由 下 面 推演 求 得 : 由 (3.1.35), ve eS(K;,), 


We) =e") O (x= Í oQazr=0,9, 


由 此 得 到 5^ = 1. 
S*(Kp) 上 的 Fourier 变换 有 重要 的 分 析 性 质 . 
定理 3.1.22 S*(K,) 上 的 Fourier 变换 F : T — T^ 与 Fourier HRM Fo: 
5 一 SV 具有 如 下 性 质 : 
(1) F 55 F- Æ S*(K,) 到 S*(Tp) 的 一 对 一 映 上 的 线性 算 子 , 且 
TY = T = (T)5; 


(2) Fourier 变换 F : T 一 TA 与 逆 变 换 F: T 一 TV 是 S*(Kp) 到 S*(Typ) 的 
FE. 
iE (1) 的 证 明 如 下 : 由 Fourier 变换 与 着 变换 是 S(Kp) 到 S(Tp) 的 同 胚 , 故 
TN, e) = (T^), p“) = 人 (= 人); 
(TY), o) = (TY), p^) = (T, (@")”) = (T, 9). 
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第 二 个 性 质 也 是 由 Fourier ZKS ARRE S(K,) 到 S(K,) 的 同 胚 得 到 的 . 
在 分 布 空间 S*(K,) 中 , 可 以 定义 : 分 布 的 平移 、 伸缩 、 反射、 乘积 , 并 且 具 有 
与 S(Kp) 中 平移 、 伸缩 、 反射、 乘积 相同 的 性 质 . 
定义 3.1.17 (S*(Kp) 上 的 运算 ) (i) 平移 . XIF T € S*(Kp), h € Ky, 定义 分 
布 的 平移 mT 为 满足 


(hT, p) = (T, T-n) Ve E S(Kp) 


的 分 布 mT e S* (Kp), 其 中 -np(z) = p(z + h); 
(ü) 伸缩 . 对 于 T e S (Kp), 定义 分 布 的 伸缩 pT, k e N, 为 满足 


(pkT,p) = (人 pp_kp)，vYp € S(K;) 


WA T € S*(K,), 其 中 (pkp)(z) = w(pkz) 是 o 的 伸缩 ; 
(iii) 反射 . 对 于 T € S*(K,), 定义 分 布 的 反射 了 为 满足 


(Tp)=(T,D, Ve e S(K,) 


的 分 布 人 Ee S*(K,), 其 中 gle) = p(z) 是 ç 的 反射 ; 
(iv) RAR. 对 于 Te S*(Kp), 定义 分 布 与 函数 g c C(K,) 的 乘积 为 满足 


(Tg) = (T,g@), Ve €S(K,) 


的 分 布 了 geS*(Kp), 其 中 (gp)(z) = g(z)P(z). 

定理 3.1.23 S*(K,) 上 的 运算 的 Fourier 变换 , 具有 如 下 性 质 : WT e S*(K,), 

(1) T 的 平移 的 FT; (mT) = XT, h € Ky; 

(2) T AY FT 的 平移 : PT^ = (xaT)^, h € Kp; 

(3) T 的 伸缩 的 FT: (pkT)^ = pxp-kTA, k € Z; 

(4) T 的 反射 的 FT: (zy = Tv, E =T, (7) = 0; 

(5) T ËJ FT 的 反射 : (TOY = TV; 

(6) T A FT 的 道 FT: (T^Y = (TY)* =T. 

证 (1) EM y € S(Kp), FÆ, Yh € Kp, sÑ (1) 左边 (tT) X} p € S(K,) 的 
作用 为 


(aa T)*, 9) = (mT, 9^) = (T, 7-0") = (T, (Rn))s 
式 (1) 右边 x, T'A 对 p e S(Kp) 的 作用 为 
(nT, 9) = (T^ Xue) = (T, (xxw) ^), 


式 (1) 得 证 . 
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(2) ÆR ç € S(K,), FÆ, Yh € Kp, 式 (2) 左边 mT^ 对 p € S(K,) 的 作用 为 


(mT p) = (T^, T-n) = (T, (T-r9)^) = (T, xn 9^); 
t t 1 
分 布 平移 定义 ”分布 FT 定义 — 平移 的 FT 公式 
A (2) 右边 (xhT)^ 对 p € S(K,) 的 作用 为 
((XnT) 9) = (XAT, 9") = (T, xno"), 
T £ 
分 布 FT 定义 “分 布 乘 以 Xh(.) 
于 是 得 到 
mhT^ = (XaT)^, he Kp. 
式 (2) 得 证 . 
(3) 任 取 ç € S(Kp), 式 (3) 左边 (pkT)^ 对 p E€ S(Kp) 的 作用 为 
((pkT) sp) = (pkT, p) = (T, p7" p-r"); 
1 
伸缩 的 定义 
A (3) 右边 p-kp_-kT^ 对 peS(Kp) 的 作用 为 
(p kp- TA, p) = p~* (p-kT^ 9) = pă (T^ p" peg) = p* (T, pr (pep)’) 
= pp (T, (pkp)^) = (T, p™ (p-r), 
式 (3) 得 证 . 
(4)~(6) 的 证 明 留 给 读者 . 
下 面 给 出 分 布 的 Parseval 公式 : 
定理 3.1.24 ”对 于 分 布 了 Te S'(K,) 与 函数 ge S(K,), 有 
(1) (TD = (T^, 95); 
(2) (T, 9) = (TA, g“). 
证 ”对 于 (1), 为 证 (7,9) = (T^, g7), W g € S(K,), PHIM 7 改写 为 


A 
za) = (@)"I* (z) = | f nexta =h^(a). 
Tp 


于 是 
(1,3) = (T,h^) = (Th) = (m 人 zxd) 


= (ie 人 rT) = (0.9). 
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对 于 (2), 为 证 (7,9) = (TA, gv), H 
(T^, g“) = (T, (9*)) = (7, 9), 
定理 得 证 . 
例 3.1.10 ”支撑 在 to 的 狄 拉 克 分 布 to € S*(Kp) 的 Fourier 变换 . 
支撑 在 to 的 狄 拉克 分 布 bu 定义 为 
(ño, P) = (Tt06, p) = (ó,r- 2) = (5, P(E + to)) = plto), Ve € S(K,). 
于 是 , 据 定理 3.1.23(1), 有 
(61a) = (mid) = X lE)^ = x, (8) -1= xe (E), € eTyp. 
例 3.1.11 1 的 Fourier 变换 . 
(We) = (1,9) = 人 ode = f: PrE) 
- f° (€)xo(€)dé = (po^)v(0) = (0) = (& z), Ve e S(K;), 
从 而 得 到 
=6. 
3. 分 布 空间 S'(K,) 上 的 卷 积 


首先 定义 一 个 分 布 T & S*(K,) 的 支 集 . 
定义 3.1.18 (HA T E S*(K,) 的 支 集 ) W Q c K, 为 K, 中 的 开 集 . 
(i) DA T € S*(K,) 在 开 子 集 V CO 上 为 零 分 布 , 是 指 


ve e S(K,), H supp y CV B® (T, p) = 


因为 Vp € S(K,) © (k,l), (k,1) 为 其 指标 对 , 故 supp ç = B!. FE, Vo e S(K,) 必 
有 具有 既 开 又 闲 且 紧 的 支 集 . 

(ü) AA T e SK) 在 每 个 开 子 集 V; c V, j e A 上 为 零 分 布 , 则 称 并 集 
y= y V; 为 使 Te S*(K,) 为 零 分 布 的 最 大 开 子 集 ; 

E V 是 使 得 Te S*(Kp) 为 零 分 布 的 最 大 开 子 集 , 则 称 V 的 补 集 VC 为 分 布 
T 的 支 集 , 记 为 supp T, 或 supp T = {U C Kp : Tly Z 0). 

车 supp T 为 Kp 中 的 紧 集 , 则 称 分 布 T 具有 紧 支 集 . 

局 部 域 上 函数 的 卷 积 , 已 经 在 定义 3.1.6 给 出 . 本 小 节 定义 局 部 域 上 分 布 Te 
S*(K,) 的 卷 积 . 
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回顾 函数 卷 积 的 定义 , 对 于 f, 9 € LK), 卷 积 的 表示 式 为 
frate)= f Fle — oleae = J: Saale -Way = f Satu 一 am 
= 人 fray = (4,72), 


其 中 ralu) = G(y — 2) = 9(z — y). 对 每 个 ze Kp, f « g(x) = (f, 729) # z € K, W 
复 值 函数 , A f «ge Dl(k,) 可 视 为 一 个 分 布 . 
进而 , 将 f < g(z) = (f,z=9) 视 为 一 个 分 布 , vp € S(K,), 有 


(= gla) 9) = (f,rzz8), 0) = ( J, 103w- av, e) 


=J { Í towe- va} ole)dz 
Kp | JK, 

=f mf) g(a -wot dy 
K, Kp 


=f 10) { [swt nar) dy (¢-y=2) 
Kp Kp 
=/ sw { J see+ wa) dy (¢ #82) 
Kp Kp 
= (fr (ge (+) = (fç, (an o(z +), 
故 卷 积 可 定义 为 一 个 满足 
(f * 9(2), 9) = (fz, (9y p(T +Y))), Vp € S(K,) 


的 分 布 f* g(z). 
以 上 分 析 启发 我 们 , 34 T e S*(K,), V € S(K,) 时 , 卷 积 T = 可 以 定义 为 一 个 
分 布 , 满足 
(T *¥(z), p) = (Tz, (Wy, (e+y))), Ve € S(K;). 


定义 3.1.19 ( 卷 积 ) WA T €S*(K,), 定义 
(i) 分 布 与 函数 的 卷 积 . 分 布 Te S*(K,) 与 函数 y c S(K,) 的 卷 积 为 满足 


(T +4, 9) = (Te, (by, p(T +y))), Vp € S(K,) (3.1.37) 


的 分 布 了 + eS*(K;). 
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(i) 分 布 与 分 布 的 卷 积 . 对 于 两 个 分 布 8 T € S'(K,), 定义 卷 积 S + T 为 满足 
(S#T,9) = (Se 8 Ty (E+ ), p eS(Ks) G1.38) 
的 分 布 ,其 中 Se @ T, 由 下 式 确定 
(Se @ Tp ul€) = (Ses Tos ulE m) = (Tes (Sm uE), Yu e S(K, x Ki), 
B və, VES(K,), (S © Ta P(E) = (S, YNT, 0), EE Se 9 Ty 是 5 与 工 的 张 
OT A PEATE Sak aaa atari (3.37) 


的 形式 ; 
(S *T, 9) = (Sz, (Ty, p(T +Y))), Ve € S(Kp). 


这 部 分 的 理论 准备 比较 复杂 , 并 且 还 有 许多 值得 研究 的 开 问题 , 因此 这 里 作为 
思考 题 给 出 1. 
定理 3.1.25 24 T € S*(K,) 5 Y € S(Kp) 时 , Æ T +y 可 以 写成 


T(z) = (Tp, p(z —Y)), = € Ky. 
证 事实 上 ,对 于 Vp eS(Kp), 由 定义 


(T * p,p) = (Tes (by, p(T + y))) 


1 
(z+) = f. vuole + yey = | ve- 


= (z 人 ve aot) = (s, 人 ve- Delad) 
t 


r OR, + BE, 


= Í. we yele = (Ty Ve — 0), 2), 
RMA T + yle) = (Ty, ley) z € Ky. 这 里 
(s 人 we- Wer) = Í (Tn We- vel) 
用 了 T, 与 积分 交换 次 序 , 其 合理 性 是 需要 证 明 的 O, 这 里 从 略 . 定理 得 证 . 


注 ”由 定理 3.1.25 立即 推出 , HET «od = yT X T € S*(K,) + Y E S(Kp) 
成 立 . 


3.1 局 部 域 K, 上 的 Fourier 分 析 ‘69. 


分 布 卷 积 的 运算 公式 如 下 . 
定理 3.1.26 对 于 TES*(Kp), f, gE S*(Kp), 且 f 与 9g 具 有 紧 支 集 , 狄 拉 克 
Hti ô e S*(K,), 有 
(1) T < (af + Bg) =aT * f + PT * g, a,b € C; 
(2) (T*f)*g=T*(f*g); 
(3) T* f = f = T; 
(4) T x6 =6«T=T; 
(5) m(T * f) = (mT) *f =T * (mf); (md) *T = mT; 
(6) (T * f)” = TA fA. 
iE (1) 显然 . 对 于 (2), 由 卷 积 的 定义 , ER y € S(Kp), 由 (2) 式 左边 出 发 ， 


((T * f) * g,@) = ((T * fxs (gy, P(E + y))) = (Tes (fy, (Qu (a + 9)))) 

1 + 
(T x f) * 9 的 定义 (T * 了 )z 的 定义 
= (Te, ((f * 9)y, (z +y))) = (T; * (f * 9)y, pl + 9)) 
= (T*(f *9), 9), 
从 而 (2) 得 证 . 

为 证 (3), 分 为 两 步 : 

@ š Ti, Tz e S*(K,), # T, * p = Ta * p, Ve E€ S(K,), W Ti = 

Ti * p = T> * p, Ve € S(Kp), 故 由 定理 3.1.25, VT € S*(K,), 有 


T * p(z) = (Ty, (2 — y)) = (Ty, Py — 2), = € Kp, 


在 上 式 中 令 z= 0, 得 Treo(0) = (Ty, %(0)), # T < (0) = (Ty, oly)) = (T, 9). 
HERAT T, 5 T,, 有 


(Ti, 9) = (Ti * @) (0) = (Ta =@) (0) = (Tap), Ve € S(Kp). 


Mit T = 
@ HF T €S*(K,), f e S*(K,), 且 了 具有 紧 支 集 , PRUE T < f = f * T. 
FER p, V e S(K;), 则 pxvaodey. 于 是 据 定理 3.1.25 的 注 , 有 
(T f) * (p * p) = (T> f) * (Vp) =T * (f * h * p) 
T T 
函数 卷 积 的 交换 律 ” 本 定理 中 的 结合 律 (2) 
=T+(fe¥)*p=Teox(f*¥) 
1 
定理 3.1.25 的 注 


-70- 第 3 章 ”局 部 域 K, 上 的 调和 分 析 


= (T * 9) *(f * Y) = (f x) * (T * ç) 
= febx (T xç) = f * (T+) *% = (f *T)* (0 * 0). 
继而 , 由 @ 得 (3). 
为 证 (4), T <ó = ó x T =T, 也 分 两 步 . 
@ 34 T = f e S(K,), Ù 6 * f = f. HEH 3.1.25, 
ôx f(z) = (ôy, f(z —y)) = f(z — u)|y=o = f (2). 
H ó WH 6 e S*(K,), f € S(Kp), MEH 3.1.25 的 注 得 到 了 = 5* f = f =ó. 
回 当 TeS*(Kp), 由 
(T «5)*p=T*(5*~) =T*y, 
OT *5=T. 
此 性 质 使 我 们 可 以 将 ó e S*(K,) 视 为 S*(K,) 中 卷 积 运算 * 的 单位 元 . 
先 证 (5) 的 第 二 式 , (ó) * T = mT. FEM ç € S(K;,), W 
(tnd) * T, p) = (T * (xó), 9) = (Tç, ((Th6)n, Pe+n)) 
= (Te, pe+n) = (T, T-hP) = (ThT, 9). 
次 证 (5) 的 第 一 式 , rx (T < f) = (mT)* f = T x (m. f). FER e € S(K,), HJ 
(m (T * f), p) = (T * f, T-n) = (T * f)e plé + h)) 
= (Te, (Ín Pe+n+h)) = (Tes (fns T-hPe+n)) = (Tç, (Th fa Pe+n)) 
= (Te * Th fn Pe+n) = (T * rx f, 9). 
进而 , 由 交换 律 m(T* f) = mh(f * T) 与 同样 的 推理 , 得 
mf *T) = (m f)* T = T * (taf), 


从 而 (5) 的 第 一 式 得 证 . 

性 质 (5) 的 意义 : 卷 积 对 于 平移 的 不 变性 . 

(6) 证 明 留 作 习题 . 

与 经 典 情形 类 似 , 空间 L(K) 在 加 法 、 数 乘 、L! 范 数 、 卷 积 运算 之 下 构成 
一 个 没有 单位 元 的 Banach 代数 , 车 将 本 定理 的 性 质 (4) 用 于 L(K) 中 的 元 , MUJ 
Vf e L(K,), E ôx f= f*6= 上 5 就 是 卷 积 运算 的 单位 元 . 

以 上 较 全 面 地 讨论 了 局 部 域 K, 上 的 分 布 理 论 . 利用 有 关 结 果 , 可 以 将 局 部 
BÑ K, 上 的 Fourier 分 析 关 于 Zr(Kp),1 < r < 2 理论 推广 到 r > 2 情形 , 使 得 
Vf e Lr(K,),r > 2, 作为 一 个 分 布 fs S*(K,) 而 得 到 其 Fourier 分 析 的 理论 . 因此 
完成 了 局 部 域 K 上 完整 的 Fourier 分 析 的 讨论 . 


3. 


b 


局 部 域 K 上 的 拟 微分 算 子 R 


思 考题 
局 部 域 Kp 加 群 KF 上 的 Fourier 变换 的 基础 是 什么 ? 请 熟悉 K+ 上 的 一 些 积分 运算 


= 


关系 . 
试 证 定理 3.1.1(3) 与 定理 3.1.3. 
为 建立 乘 群 K; 上 的 Fourier 分 析 理论 , 该 作 何 种 准备 ? 
比较 定理 3.1.11 的 证 明 与 R 情形 的 证 明 在 技巧 上 的 异同 . 
试 证 : # f, g e L1(K,) Y  L2(K,), W 
(1) (f * 9)* = FP > 0; 
(2) f * g € LL(K;); 
(3) f * 9 连续 . 
车 ge LP (K,), B g = (91)*, WE gı = g^. 
7. 试 证 定理 3.1.17 与 定理 3.1.20. 
8. 对 于 局 部 域 K, 的 乘 群 K;, 其 上 的 特征 、 特 征 群 如 何 ? Fourier 分 析 的 Lr (1 < r < 2) 
理论 如 何 ? 思考 相应 的 问题 . 
9. 试 证 定理 3.1.23(4)~(6) 与 定理 3.1.26(6). 
10. 建立 乘 群 K; 上 的 分 布 理 论 , 以 及 相关 的 Fourier 分 析 理论 . 
11. 对 于 两 个 分 布 5, T e S*(K,), 它们 的 卷 积 S + T 当 如 何 研究 ? 参照 经 典 情形 与 定义 
3.1.19 进行 设计 . 


m P” Pp 


e 
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局 部 域 K, 上 的 拟 微 分 算 子 理论 是 建立 局 部 域 上 微 积分 理论 的 基础 . 在 3.1 节 
中 已 经 定义 了 检验 函数 空间 S(K,) 及 分 布 空间 S*(K;), 现在 来 定义 象征 类 .本 节 
参考 文献 为 [72]. 


3.2.1 局 部 域 上 的 象征 类 Ses(Kp) = SSs(Kp x Tp) 
定义 3.2.1 (象征 类 ) 若 复 值 函 数 o: K, x T, 一 C 满足 如 下 条 件 : 对 于 实数 
aER, p >0, ô> 0, 
(i) 存在 常数 c > 0, 使 得 
lo(x,€)| <e(€)*, zE Kp, & € Ty, 


其 中 (8) = max {1, |é]}; 
(ii) 对 任 一 对 (u,v) € P x P, 存在 常数 cu , > 0, 使 得 


|ARAfo(2,8)| S cu vIRIMR (Et, thE Ky, £k E Tp, 
且 存在 常数 cv > 0, cv > 0, 使 得 


IARo(z, EO)| < culhlr(é) tt, 2, he Kp, € € Ty; 
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|Afo(w.€)| < cuk” (0) zE Kp, £k e Ty, |k] < (8); 


其 中 AzA£, Ag, AE 分 别 为 关于 z, £ 的 二 阶 、 一 阶 差分 , 则 称 ola, 6) 为 局 部 域 Kp 
上 的 一 个 象征 (symbol); 局 部 域 上 的 象征 的 全 体 , 记 为 SS;(K, x Pp), 并 且 赋予 一 
定 的 运算 结构 与 拓扑 结构 , 使 其 成 为 一 个 拓扑 线性 空间 , HK SS,(K, x Dp) 为 局 部 域 
Kp 上 的 象征 类 . 

K, 与 T 是 拓扑 同 构 的 , 故 也 把 S%(Kp x Tp) 简 记 为 S9,(K,). 

为 了 研究 局 部 域 K 上 的 微 积分 , 需要 如 下 性 质 : 

定理 3.2.1 对 于 aeR,p>0,5>0, 有 


a(z,8) = (€)° € Sps(Kp). 
证 明 由 直接 验证 o (z, €) = (5)” 满足 定义 3.2.1 中 的 条 件 得 到 . 
下 面 是 象征 类 的 分 解 定理 . 


定理 3.2.2 É o(z,€) € SG(Kp), 则 对 于 m<0,p>1; 或 m<0,p>1; 或 
m 十 3(1 — p) < 0, 级 数 


+00 


olz,€) = 》 ou (aves 6) 


k,j=0 
绝对 一 致 收敛 , 其 中 
J ETO j=0, 
Qk (z)= + "P 
Joen OO j> 0 
Tp 
5 |n| = lgl, AR 
人 的 = { Sro (€)xu (€), j=0, 
A Brsyrs—1(€)Xv(ay (8) = Bro\r-1 (A) xv) (0), j> 0 
与 || = ple]; (v(k))2” 是 紧 群 Ko c K, 在 K, 的 陪 集 完全 集 , BL 
LORS © {row aos 


这 里 特征 集 {am JI 是 紧 群 Ko = D 的 完整 直 交 集 ed 
FE 这 个 定理 的 证 明 思 路 如 下 e0, 
O) 首先 用 到 四 个 引 理 . 
OD B > > 0, 则 存在 常数 c > 0, 使 得 对 于 任意 ze K, H |z| > p”, 有 


(6) -1 
人 


3.2 ARR K, 上 的 拟 微分 算 子 :73 . 


加 对 于 j > 0, 有 
hw) — lla; (2)| = | [stote nor Oa, 


hl =p Is] <1. 
于 是 , o (z, €) € Sñ(K,) 在 引 理 的 假设 下 的 级 数 分 解 式 


+e 
o(z,€) = X oj (z)e;(€)xəu3 (PE) 


k,j=0 


_f an， j=0, 
ei) -{ ar-i(69，j>0 


一 致 收敛 , 其 中 


人 regsnGxzoGde i=0, 
Qk; (z) = Fr 
J emersa (Eu (dé, 1>0. 


@ hast) = Í oOx, k, j P, RT 


REE j=0, k>0, 
HDT) 21-p), j>1, k>0. 


@ 对 于 任意 ne P, 存在 常数 c > 0, 使 得 对 于 re Kp ee Tw, 有 
lxe(z) — 11 < clznleIm。 
这 四 个 引 理 的 证 明 非 常 精致 ,富有 高 度 技巧 性 , 获 含 了 局 部 域 问题 处 理 的 特别 
方法 . 由 于 篇 幅 限制, 这 里 省 略 其 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 文献 
(2) 现在 证 明定 理 . 
由 
lo(R)P lo (2) < ( J bea) los (2) 


sl<1 


[xv (s) — 1| wrs(z)) 
Ë (fs n 


1 


aa: ds 


人 Ašo(z,n)$r:vr:-: (mn) Zvc) (EAE 


lsl<1 
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< cpm+t( -pm de < op ™+ a-e), 
jsl<1 
这 蕴含 
[wes (z)| < cyp HE- (k). 


注意 到 , |v(k)| > p, 并 选取 适当 的 y, 便 得 到 对 于 m < 0, p > 1; Rm < 0, 
p> 1, BÀ m + 3(1 — p) <0, 级 数 


o(2,£) = > wle) lE) 


k,j=0 
绝对 一 致 收敛. 定理 得 证 . 
3.2.2 ”局 部 域 上 的 拟 微分 算 子 To 
定义 3.2.2 ( 拟 微分 算 子 ) 对 于 o(z,€) € 5%(Kp), 记 


To f(x) = 人 {f, o(z, €)f (t)Xe(t — nat} d£ (3.2.1) 


称 T, 为 局 部 域 K, 上 的 具有 象征 a < S%(K,) 的 拟 微分 算 子 , 其 中 了 : K, — C 是 
K, 上 的 Haar 可 测 函 数 . 

这 里 不 准备 研究 局 部 域 K 上 拟 微分 算 子 的 一 般 理 论 , 因为 它 的 许多 结果 与 
Rn 上 的 理论 雷同 . 本 书 的 目的 是 利用 K, 上 拟 微分 算 子 理论 来 建立 局 部 域 K, 上 
的 微 积分 , 并 围绕 这 个 主题 , 建立 一 系列 的 有 关 局 部 域 上 的 微 积分 基本 理论 . 

据 定理 3.2.1, 现在 研究 象征 为 oc(z,é) = (@)° 的 拟 微 分 算 子 


Taf(z) = 人 { 人 (€)° f(xelt -ou) dé, aeR. (3.2.2) 


这 个 算 子 在 局 部 域 的 微 积分 理论 中 起 关键 作用 . 
1. 拟 微分 算 子 Ta 在 S(Kp) 上 的 性 质 
定理 3.2.3 ”对 于 a e R, 算 子 Tu 是 检验 函数 空间 S(Kp) 上 的 同 胚 . 
证 ”由 于 (3.2.2), 对 于 o € S(K,), 可 表示 为 
Tep(z) = (()“eA()" (z), (8.2.3) 
并 且 Fourier 变换 F : p 一 ZA. WAR FO: p 一 p FERR m : p 一 Thp 都 
是 S(K,) 到 S(K,) 上 的 同 胚 , 故 只 要 证 明 (e)e@r, (€) e S(Tp) 即 可 . 然而 ， 


Sr» (£), l <1, 


erento Í ldea), l> 1, 
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对 于 o € R, 它 显然 是 S(Tp) 中 的 元 . 从 而 定理 得 证 . 

局 部 域 K, 上 的 函数 类 中 , 还 有 一 个 基本 函数 类 B(K,), 对 于 其 中 称 为 基本 函 
数 的 元 , 拟 微分 算 子 Ta 有 与 定理 3.2.3 相同 的 性 质 . 

定义 3.2.3 (基本 函数 类 ) 对 于 K, 上 的 复 值 Haar 可 测 函 数 y : Kp — C, 车 
满足 

(i) 对 任 一 非 负 整 数 N < P, 存在 常数 cw > 0, 使 得 


l(a) <en(2)"%, cE Kp, 

其 中 (z) = max (1, |z|); 

(ü) 对 任 一 对 (u, N) € P x P, 存在 常数 cv > 0, 使 得 

|A8y(z)| S cv |h|%(z) N, z,h € Kp, 
其 中 Az0(z) = (z + h) — ylz), WK Vlr) 为 局 部 域 上 的 一 个 基本 函数 ; 局 部 域 上 
基本 函数 的 全 体 , 记 为 B(K,), 赋予 一 定 的 拓扑 结构 , BK) 成 为 一 个 拓扑 线性 空 
E, 称 其 为 基本 函数 类 , 或 基本 函数 空间 ， 
er-lel，|z| > 1 

例 3.2.1 Ü y(r) = pa lel <1, 
定理 3.2.4 ”对 于 a e 了 R， x+ To 是 基本 函数 空间 B(Kp) EAR. 
证 ”本 定理 的 证 明 较 复杂 , 这 里 叙述 一 下 其 证 明 大 意 . 
(1) 首先 给 出 两 个 性 质 : 
O By > 0, 则 存在 常数 c > 0, 使 得 对 于 任意 re K, H lz| >p”, 有 


Ixe(6) — Uae > arm. 
hee ka went EF ls 
O 对 于 任意 ne P, 存在 常数 c > 0, 使 得 对 于 ze Ky, € e Tp, 有 


|xe(z) — 1| < elx\ igl”. 


” 易于 验证 o € B(K,). 


(2) 其 次 证 明 : 
Y € B(K,) > Tat € B(K;). (3.2.4) 


为 证 (3.2.4), 分 别 考虑 |z| < 1 5 lz| > 1 两 种 情况 , 并 且 利 用 Fourier 变换 的 性 
质 、 算 子 Tu 的 定义 、 基 本 函数 空间 中 元 的 定义 与 (1) POO, 便 可 证 明 : 对 任意 
N e P, 存在 常数 cy > 0, 使 得 
ITay(z)l < cx (z) N, = € Kp, 
并 且 对 任意 (n, N) € P x P, 存在 常数 cun > 0, 使 得 
|A5Tay(z)| < caN|h|#(2y ™, z,h € Kp. 
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从 而 定理 得 证 . 
这 个 定理 的 详细 证 明 , 可 参看 文献 [72], KBP. 
定理 3.2.5 $B. RA. Fourier 变换 等 运算 都 是 基本 函数 空间 B(K,) 上 的 
AE. 
2. 拟 微分 算 子 Ta 在 S*(K,) 5 B (Kp) 上 的 延 拓 
GF Ta 可 以 延 拓 到 两 个 分 布 空间 S*(Kp) 与 B*(K,) 上 . 
定义 3.2.4( 分 布 空间 上 的 拟 微分 算 子 ) ”对 于 分 布 < S*(Kp), 若 
(TaS,p) = (S,Tap), Vo € S(K,) 
成 立 , 则 TaS € S*(Kp) 是 一 个 分 布 , 称 T, 为 作用 在 分 布 S e S'(K,) 上 的 拟 微分 
算 子 . 于 是 T, 成 为 分 布 空间 S*(K,) 上 的 拟 微分 算 子 . 
类 似 地 , EEREN S EB (Kp) 上 的 拟 微分 算 子 为 满足 
(TaS,) = (5,Tay), YY € B(K,) 
的 分 布 TaS. 不 难 证 明 下 述 定理 . 
定理 3.2.6 WAT Ta 是 分 布 空间 S*(K,) 上 的 同 胚 , 也 是 B*(K,) 上 的 
AR. 
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为 了 区 分 起 见 , 称 局 部 域 Kp 上 的 导数 与 积分 为 p 型 导数 与 p 型 积分 (这 种 导 
数 与 积分 , 起 源 于 Gibbs 导数 与 积分 , 其 简 史 参 看 3.3.3 节 ), 是 建立 在 局 部 域 K, 的 
拟 微分 算 子 的 概念 与 性 质 上 的 . 
3.3.1 ”局 部 域 K, 上 函数 的 p 型 导数 与 p 型 积分 

本 小 节 给 出 局 部 域 K, 上 的 p 型 导数 与 p 型 积分 的 定义 与 性 质 . 

定义 3.3.1 ( 按 点 p 型 导数 与 Zr Rp BSH) 设 实数 a > 0, 若 对 于 局 部 域 
K, 上 的 复 值 Haar 可 测 函 数 f: K, 一 C, 积分 


Tajf(z) = 人 7 (8° f(t)x (t — aa} dg (3.3.1) 


在 ze K, 存在 , 则 称 Ta f(a) A f(z) ART 的 a BARA p WHR, MIA f(z). 
为 定义 L" 强 p 型 导数 , & 


fle) -Í 5 x s kez. (3.3.2) 


33 局 部 域 K, 上 的 p 型 导数 与 p 型 积分 TT: 


车 存在 ge L"(Kp), 1 < r < +00 使 得 
kim lg — Tafellercx,) = 0, (3.3.3) 
则 称 g e L"(Kp) 为 f(z) Ha Br L” 强 p BHM, WA g = Df. 
类 似 地 , 定义 p 型 积分 . 


定义 3.3.2 ( 按 点 p 型 积分 与 L 强 p 型 积分 ) 设 实数 a > 0, 若 对 于 局 部 域 
K, 上 的 复 值 Haar 可 测 函 数 f: K, > C, 积分 


T-af(2) = 人 { J: (€) -ef (xelt -ad dé (3.3.4) 


在 ze K, 存在 , 则 称 To f(z) 为 f(z) HAT 的 a 阶 按 点 了 型 积分 , WA f(a)(7). 
为 定义 L 强 p 型 积分 , 同样 对 于 (3.3.2) 中 的 fx(z), k € Z, 若 存在 h € L"(K;)， 

使 得 
dim, llh- T-afellarcac,) = 9, (3.3.5) 


则 称 h e L"(Kp) 为 f(z) Ha ML’ É p MRF, WA h = La) f. 
$ ”在 以 上 定义 中 , 假设 a > 0 为 实数 , 因此 所 定义 的 导数 与 积分 显然 包含 了 
整数 阶 与 分 数 阶 的 导数 与 积分 . 


3.3.2 S(Kp) 函数 的 p 型 导数 与 p 型 积分 的 性 质 


将 (3.3.1) 与 (3.3.4) 定义 的 函数 分 别称 为 f(z) 的 按 点 导数 与 按 点 积分 , 但 是 ， 
为 什么 要 用 “导数 ”与 “积分 ”这 样 的 名 称 呢 ? 它们 能 否 作为 局 部 域 上 定义 的 函数 
的 “导数 ” 与 “积分 ” 呢 ? 下 面 从 研究 它们 的 性 质 开始 , 来 理解 这 种 用 法 的 合理 性 . 

定理 331 3 pe S(K;), M| ç 是 任意 次 p 型 按 点 可 导 的 , 也 是 任意 次 L 
强 p 型 可 导 的 , 并 且 对 于 任意 a > 0, 有 


D p(z) = p\ (z) € S(K;). (8.3.6) 
进而 , p 也 是 任意 次 p 型 按 点 可 积 与 任意 次 Lr 强 p 型 可 积 的 , 并 且 对 于 任意 a > 0, 
有 
Tyay P(t) = Pta) (2) € S(K;). (3.3.7) 
证 “只 证 关于 p 型 导数 的 结论 , 对 于 p 型 积分 可 类 似 得 到 . 
O ç e S(K,) 是 任意 次 p 型 按 点 可 导 的 . 事实 上 , 据 定理 3.2.3, p e S(Kp)， 
因此 , 对 于 任意 实数 a > 0, p e S(K,) 是 a 阶 p 型 可 导 的 . 
@ ç e S(K,) 是 任意 次 Zr Bp 型 可 导 的 . 事实 上 , 由 强 导 数 的 定义 , > 
_ Í eG), l<, 
9k(Z) = 


0, |z| > p*. 
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显然 , ok € S(Kp), Tapk(Z) € S(Kp), 且 由 定理 3.1.4, S(K,) 连续 嵌入 Lr(K,), 
S(K,) C L”(K;,), 1 < r < +00, 因此 


|z O 一 eo, 一 0， 大 一 +00. 


从 而 , p e S(K,) 是 任意 次 L" 强 p 型 可 导 的 , B. DO) g(x) = pfe)(z). 

这 个 定理 的 意义 在 于 : 将 To 5 T-a (e > 0) 分 别 视 为 “ 求 导 ”与 “积分 ” 算 子 ， 
检验 函数 空间 S(K,) 中 的 函数 p € S(K,) 是 任意 次 p 型 按 点 可 导 的 与 任意 次 p 型 
强 可 导 的 , 也 是 任意 次 p 型 按 点 可 积 的 与 任意 次 p 型 强 可 积 的 , 并 且 Ya e [0, +oo)， 
成 立 

ef)(z) =D gz), Ye(z) = Layo(z), 
BJ) p 型 导数 与 p 型 积分 的 运算 在 检验 函数 空间 S(K,,) 中 是 封闭 的 . 

S(K,) 相当 于 欧 氏 空间 R” 上 的 Schwartz 空间 ， 它 在 局 部 域 分 析 中 类 似 于 
Schwartz 空间 在 Rn 分 析 中 的 作用 ， 

注 (1) 对 于 基本 函数 空间 B(K,), 定理 3.3.1 同样 成 立 , 即 对 于 Y EBK) 与 
a > 0, 同样 有 

DIVy(z) = w(x) € B(K,) 
5 
Teayó(z) = Yay (z) € B(K,). 

(2) 由 于 定理 3.3.1, 今后 只 需 考虑 按 点 的 p 型 导数 与 积分 , 以 后 有 关 的 定理 与 
性 质 , 对 强 p 型 导数 与 积分 都 成 立 . 

定理 3.3.2” 若 peS(Kp), 则 对 任意 a > 0, 有 Fourier 变换 公式 : 


POJ © = ses, Eer (338) 


ee) = f { [Wrote -ou d£ 
= 人 Ki { 人 goaa} ae 


= 人 KEO I 人 ooa} az 


= 人 (EEx LEE = (^D (z), 
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故 由 Fourier 变换 的 唯一 性 定理 , 便 可 得 到 (3.3.8), 定理 得 证 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 : 公式 (3.3.8) 给 出 了 检验 函数 空间 中 的 函数 ç ESK) 
的 p 型 导数 的 Fourier 变换 公式 , 它 类 似 于 欧 氏 空间 R" 上 函数 导数 的 Fourier 变 
换 的 公式 . 

定理 3.3.3 E y eS(Ky), WHF a > 0, A 


(20) , @ = e(z) = (ee (9) 2 (z). (3.3.9) 


证 ”由 导数 与 微分 的 定义 、Fourier 变换 唯一 性 定理 以 及 定理 3.3.2, 就 可 证 明 
本 定理 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 : 公式 (3.3.9) 揭示 了 p 型 导数 与 p 型 积分 互 为 逆 运 算 的 
本 质 性 质 . 

定理 3.3.2 与 定理 3.3.3 对 于 基本 函数 Y c B(K,) 都 成 立 . 


3.3.3 分布 TE S*(K,) 的 p 型 导数 与 p 型 积分 


定义 3.3.3 (分 布 的 p 型 导数 ) Ba > 0, 若 对 局 部 域 K, 上 的 分 布 Te S*(K;)， 
存在 一 个 分 布 Se S*(K;), 使 得 


(S) = (T,p‘°), vp € S(K;,), (3.3.10) 


则 称 分 布 5 ADA T H a Br p 型 导数 , 记 为 5=T(%). 于 是 ,分 布 TeS*(Kp) 的 
a 阶 p 型 导数 是 满足 


(Te p) = (To), vp e S(K,) 


的 分 布 T°) c S*(K,). 
车 存在 一 个 分 布 Q € S*(K,), 使 得 当 a > 0 Bf, 


(Q, 9) = (T, plo)) (3.3.11) 


对 每 个 pe S(K,) 成 立 , 则 称 分 布 Q 为 分 布 了 的 a Br p 型 积分 , 记 为 Q = Ta 
换言之 , DA T ES (Kp) 的 o 阶 p 型 积分 是 满足 


(Tia): P) = (T,p(0)), Vp E S(Kp) 


的 分 布 Fa) € S* (Kp). 
H ç e S(K,) 的 p 型 导数 与 p 型 积分 的 性 质 , 可 证 明 如 下 定理 : 
定理 3.3.4 ËT eES(Kp), 则 对 任意 a > 0, 成 立 在 分 布 意义 下 的 等 式 : 


(z) ty 72 = (Re) A (3.3.12) 
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证 ”对 于 分 布 了 eS*(K,), ER 9 e S(K,), 由 定义 与 定理 3.3.3, 有 
(E) e) = (e) = (te) = (BC) o) 


= (Tayo) z (ra) ,9). 


式 (3.3.12) 得 证 . 
这 个 定理 的 意义 在 于 : 分 布 意义 下 的 p 型 导数 与 p 型 积分 互 为 逆 运 算 . 
定理 3.3.5 ”车 Te S*(K,), 则 对 任意 a > 0, 成 立 在 分 布 意义 下 的 等 式 


[ro] = (€)°T". (3.3.13) 
证 对 于 分 布 TeS*(Kp) 的 a Bt p MER TO, HER o c S(K,), 满足 
(roe) = (eo). 
考虑 到 pe S(K,) — y^ € S(T,), 并 且 (M^ =F, A 
(cry, )= (T, (^ ys) = (r°, %) = ( TO). 
由 于 


Gay” = | K { J wore p) a= Í e° { [20% oa) xe(€)4E 
= 人 (ONOKO = [EMI (2), 

从 而 , 据 定理 3.1.23(5) 

(@)"\=(1.@)=( [re NT =O = (TN), 


因此 (T)* = (©) T^ 在 分 布 意义 下 成 立 . 定理 得 证 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 : 它 是 分 布 了 c S*(K,) 导数 Te) 的 Fourier 变换 (TO) 
的 公式 . 

下 面 给 出 一 个 重要 的 例子 . 

例 3.3.1 FTE xe(z) 的 a Bt p 型 导数 ,a > 0. 

解 ” 由 于 xe(z) 并 不 属于 S(K,), 也 不 具有 紧 支 集 , 利用 


X¢(Z) € Lioc(Kp) C S*(Kp), 


先 求 其 Fourier 变换 , 再 利用 定理 3.3.5, K (xe(-)) (z). 
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对 于 任意 的 pe S(K,), 有 
(C0 10) = (x 0") = Gee) = fo eet- 


= 人 (2) Re(-#)e = 人 ele) 
= ME = (eo), 
得 到 (xe)^ = de. 此 即 xe = (6e)”(6e 的 定义 见 例 3,1.10), 利用 定理 3.3.4, 有 
[eo] = O" = ©)%e, 
因此 
(xe) = a” . (3.3.14) 
继而 , 我 们 要 证 明 [()* del” = (€)° Bel” = (6) xe. 事实 上 , 任 取 we SUK), 作 
(IEEE se) = (()° Se, Y) = (Bes ()% BY) = (E° e" (E) 
= (6) (e p) = (6) (6¥, 0) = (02 ro) 
代入 (3.3.14), 得 到 
(xe) = (€)2xe. (3.3.15) 
这 个 例子 的 意义 在 于 : 公式 (3.315) 说 明 , 特征 xe 是 p 型 导数 的 固有 方程 的 
固有 函数 , = (€), £ e T, 是 固有 值 . 下 面 会 看 到 , 为 定义 “导数 ”， 需 要 确定 “ 准 
MJ”, 而 以 固有 方程 、 固 有 函数 、 固 有 值 形成 一 个 整体 , 成 为 “准则 ”中 的 重要 组 成 
部 分 . 
3.3.4 ”局 部 域 上 微 积分 建立 的 历史 回顾 
L 新 问题 的 提出 与 解决 “逻辑 导数 ”与 “ 远 场 ”的 变化 率 


图 中 的 一 组 函数 序列 , 工程 上 称 为 开关 函数 , 是 19 世纪 由 法 国 数学 家 Rada- 
macher 定义 并 研究 过 的 函数 系 , 称 之 为 Radamacher RRA. 作为 一 列 信号 , RA 
典 导数 是 无 实际 意义 的 ,因为 在 函数 的 跳跃 点 上 , 经 典 导数 不 存在 , 在 非 跳跃 点 上 ， 
经 典 导数 为 零 . 但 是 , 信号 的 传输 速度 始终 存在 , 因此 , 求 这 类 函数 的 变化 率 问题 ， 
就 这 样 摆 到 科学 家 的 面前 中 ,9l. 
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1969 年 , 英国 国家 海军 实验 室 里 工作 的 Gibbs 教授 与 其 合伙 人 Millard 教授 在 
国家 海军 实验 室 报告 中 D6l.7], 发 表 了 题 为 “Walsh functions as solution of logical 
differential equations” 等 2 篇 论文 , 用 Galois 域 论 观点 给 出 了 有 限 二 进 群 Go = 
{0,1} 上 定义 的 函数 的 “逻辑 导数 ”, 并 且 给 出 “逻辑 微分 方程 ”的 解 ; 1971 年 又 进 
行 推广 nl, 发 表 了 “Some generalizations of the logical derivatives”. 因此 , 此 后 的 
研究 者 常 把 这 种 类 型 的 导数 称 为 “逻辑 导数 ” 或 “Gibbs 导数 ”. 

1973 年 , 德国 数学 家 Butzer 与 他 的 学 生 进 行 了 更 深刻 的 研究 , 发 表 了 “Walsh- 
Fourier series and the concept of a derivative” po, 给 出 如 下 定义 : 

设 Go = {x = (zo,T1,… ,Zk,…): Zk € {0,1}, k € P) WK 2 VE Abel #, f : 
Go — C 为 Go 上 的 复 值 Haar 可 测 函 数 , 令 


l, k=j, 


j, KEN. 
0, KAJ, 


ej = (zà), aÍ 
车 对 于 z e Go, 级 数 


+00 
3 D2 eee) =) (3.3.16) 
= 
收敛 , 则 称 和 函数 为 f(z) 在 点 z 的 “ 按 点 逻辑 导数 ”, 记 为 FO (x). 如果 级 数 依 
Zr(Go), 1 < r < +oo 意义 下 收敛 , 将 其 和 记 为 DY f(x), WH DO f(x) 为 f(z) 的 
“7r(Go) 强 逻 辑 导 数 ”. 
高 阶 逻 辑 导 数 用 归纳 法 定义 . 
紧 接着 , 匈牙利 数学 家 Pal, Simon, Gat, 美国 数学 家 Onneweer!**), 塞尔维亚 数 
学 家 Stankovicl53,154 等 , 以 及 中 国 的 郑 维 行 、 苏 维 宣 59174,82] 等 也 积极 开展 了 
这 个 有 吸引 力 的 研究 课题 . 


注 “为 何不 类 似 经 典 导数 ,用 差 商 LESS e) 的 极限 作为 /(z) 的 导 


数 , 而 用 (3.3.16) 中 的 “级 数 和 ”? 这 是 因为 : 
@ 当 Az 一 0 时 ， 对 于 像 Radamacher 函数 这 样 类 型 的 函数 ， 差 商 
Le 0 22) SE) 的 极限 仍然 是 零 ,并 不 能 反映 函数 的 变化 率 


@ (3.3.16) 可 改写 为 
十 oo 
Y =a Ue een) = Ff), 
j=0 


注意 到 , z @ ej 与 z 的 “2 进 差 ”( 即 @ MBM) 恰巧 是 ej, 对 应 于 274-1, 而 
对 于 紧 2 进 Abel 群 Go, 函数 的 增 量 正 是 f(z @ ejz) — f(z). 但 是 , HTH Go 是 
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全 不 连通 的 , 考虑 一 点 附近 的 变化 率 没有 意义 , 必须 考虑 整体 变化 率 , 而 (3.3.16) E 
是 这 种 整体 变化 率 的 一 种 刻画 . 

@ 导数 性 质 不 仅 体现 在 “变化 率 ” 上 , 还 体现 在 它 的 逆 运 算 上 , 即 作为 一 种 “ 运 
算 ”, 应 当 有 逆 运 算 . 因此 要 有 “ 按 点 逻辑 积分 ”、“ 强 逻辑 积分 ”与 “ 按 点 逻辑 导 
数 ”、“ 按 点 逻辑 积分 ”相对 应 . 例如 , 强 逻 辑 积分 定义 为 : > 


wid are 
称 
Tay fla) = W * f(a) = Í. FOW- z)dt 
为 f(z) 的 “Zr(Go) 强 逻 辑 积分 ”, 这 里 卷 积 运算 中 的 “-- ”号 是 指 2 进 加 法 运算 © 
的 逆 运 算 . 可 以 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 , 有 
Ta) (DF) =f, DY (of) = f. 
@ 新 定义 的 导数 在 一 定 的 条 件 下 , 满足 Fourier 变换 公式 
(p) y)" (k) =kfA(k), ke P. 
© 还 有 一 个 更 重要 的 性 质 : KE Go 上 的 固有 方程 是 
y™ (z) = Ayl); 
固有 函数 系 就 是 熟知 的 Walsh 函数 系 
{wx(z):k EP}, z€ Go; 


固有 值 则 是 入 = k, k e P. 

这 是 导数 所 应 满足 的 更 深层 次 的 性 质 之 一 . 它 的 重要 意义 在 于 : 有 导数 定义 ， 
就 有 固有 方程 , 这 种 方程 反映 了 “运动 ”是 由 固有 方程 的 “基本 解 ”又 加 而 成 的 , 而 
这 些 基本 解 就 是 “固有 函数 ”, 物理 学 家 称 为 “本 征 函数 ”. 相应 的 数学 意义 是 : 固 
有 函数 是 群 Go 的 特征 , 即 是 群 Go 的 特征 群 To 中 的 元 . 

© 最 后 , 有 正道 逼近 定理 与 等 价 性 定理 . LERSE X(Go) 上 的 等 价 性 定理 . 

对 于 a > 0 与 se P, 下 列 四 个 事实 彼此 等 价 : 

(i) f € Lip (X(Go),o); 

(ii) W(X (Go), ft),2-"n) = O(2-" *),n — +00; 

(iii) Bae (X (Go), f) = O(2-"(e*5), n — +00; 
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(iv) IFO) — S>. (f,:)l|x(G = O(2-"(e+9), n — +00, 
其 中 Lip, w, Es 与 gx 分 别 为 空间 X(Go) = { as eer 
类 、 ERR. BABI Fourier 级 数 的 2" 部 分 和 . 这 是 导数 所 应 满足 的 更 深层 次 
的 性 质 之 二 . 因为 “函数 逼近 论 ” 又 称 “ 函 数 构造 论 ”, 给 函数 以 实质 性 的 刻画 , Bi 
如 , 正 、 逆 逼近 定理 (BI Jackson 定理 与 Bernstein 定理 ) 描述 了 函数 与 导数 的 深刻 
KA: 最 佳 逼近 趋 于 0 的 速度 越 快 , 函数 的 光滑 程度 越 高 ; RZ, 函数 的 光滑 程度 
越 高 , 其 最 佳 逼 近 趋 于 0 的 速度 越 快 . 因此 , 要 建立 新 的 导数 概念 , 就 必定 要 反映 出 
这 个 深刻 性 质 . 

与 此 同时 , 物理 学 家 们 也 发 现 , 在 无 线 电 发 射 的 远 场 , Gibbs 导数 代表 电磁 波 的 
大 范围 的 变化 率 . 


2. p 进 分 析 成 为 局 部 域 分 析 的 基础 一 一 Walsh 系 的 研究 及 其 发 展 
1978—1983 $F, 郑 维 行 、 苏 维 宜 、 任 福 贤 获得 了 p 进 情形 下 Walsh 系 的 结 


JR (48},(60]~(63],(200]~(103}, 1016} (107). 


对 于 素数 p > 2, > 


上 的 Lip 


G=fz= (Z-s, T-8+1,*** ,2-1,20,21,**') : Z; € fo. „P= 1}, 
jè -sseP}, 


易 知 , 在 mod p 运算 下 , 群 G 成 为 局 部 紧 、 全 不 连通 、 非 平凡 的 拓扑 群 , 它 可 与 局 
部 域 K 的 加 群 视 为 同 构 , Go K+. 设 f : G — C 为 G 上 的 Haar 可 测 复 值 函数 ， 
欲 建立 它 的 变化 率 , 应 当 考 虑 到 : 

(i) 变化 率 是 整体 的 而 不 是 局 部 的 , 也 就 是 说 , 这 类 函数 在 一 点 的 变化 率 不 仅 只 
受 它 附 近 点 的 函数 值 变 化 的 影响 , 而 且 受 整个 定义 域内 各 点 的 函数 值 变化 的 影响 ; 

(ü) 变化 率 是 定义 域内 各 点 函数 值 的 某 种 线性 组 合 与 自 变量 变化 的 比值 的 
极限 ; 

(ii) 变化 率 应 当 满足 如 前 面 对 于 Go 所 提 到 的 “准则 ”@) ~ ©. 

经 过 研究 与 计算 , 对 于 z e G, 把 定义 (3.3.16) 进行 推广 , 得 到 : 对 于 p 进 局 部 
紧 群 G 上 的 复 值 Haar 可 测 函 数 f : G — C, VN € N, 作 和 


+*N p-1 
Lr (Eures rel, (3.3.17) 
j=0 


k=—N 


‘es k 
其 中 4o = z=, Ak = = k=1,2,--. ,p— lo = e. 3 N 一 +oo (3.3.17) 
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式 中 的 和 式 收敛 , 将 其 极限 函数 记 为 f(D(z), 并 称 此 函数 f(D(z) 为 f(a) AAT ñ 
“ 按 点 逻辑 导数 ”. 


pl 
YA (+j pt?) 是 本 数值 的 某 种 有 限 线性 组 合 , 而 p" = > 则 视 为 
j=0 
自 变量 的 增 量 (z@j pe — (z @ (j — Dp 5-1), 并 且 记 
p-1 
Daif(z@ jp *!) 


p-1 
1 
p JA fi eje, = -=* e 
名 p P 


再 对 大 由 -oo 到 +oo RA, 这 就 涵盖 了 局 部 域 K, 的 所 有 点 对 点 z 的 影响 , 即 整 
体 变化 率 . 

如 果 (3.3.17) 中 的 和 式 在 L(G) (1 < r < +00) 意义 下 收敛 , 则 其 极限 函数 称 
为 f(z) 的 “Zr(C) 强 逻 辑 导 数 ”, WA D f(x). 高 阶 逻辑 导数 按 归纳 法 定义 . 

“ 按 点 逻辑 积分 ”与 “L"(G) 强 远 辑 积分 ”分 别 定义 为 卷 积 

Vasa) = | Volt ~2) (at 
当 一 +00 的 按 点 极限 与 L(G) WRR, 其 中 
wo-{ tt, telp, +00), 
i 0, té(0,p-"). 

此 后 , 郑 维 行 等 陆续 的 工作 完成 了 Walsh A p 进 局 部 紧 群 G 上 风 辑 导数 与 积 
分 的 各 种 性 质 的 证 明 (66). (204),[108) 

1981 一 1989 年 , 何 泽 霖 定义 了 紧 Walsh 系 的 a 进 情形 的 导数 、 积 分 , 并 证 明了 
相应 的 性 质 , 这 里 a = (… ,p-。,p-st1,… ,P-1,Po,P1,…), Dj > 2 为 素数 ,表示 每 
次 进位 的 素数 p, 可 以 不 相同 2111251. 

1985 年 , 郑 维 行 定义 了 局 部 域 K 上 的 p 进 导数 与 积分 (119, 证 明了 相应 的 性 
质 ; 1990 年 , 郑 维 行 、 苏 维 宜 、 江 惠 坤 完善 了 这 种 导数 与 积分 的 定义 及 性 质 9, 

1993 年 , 江 惠 坤 定义 了 局 部 紧 群 a 进 情形 的 导数 与 积分 , 并 证 明了 相应 的 性 
质 [28]. 

局 部 域 上 的 调和 分 析 从 此 开始 了 新 的 历程 , 并 且 获 得 了 非常 有 意义 的 科研 成 果 ， 
参见 文献 [27], [58], [63]~[65], [67]~[70], [75]~[81], [89], [90], [94]~[98], [109]~[113], 
[121~[130]. 

3. 局 部 域 分 析 上 的 微 积 分 一 一 性质 一 览 


以 上 关于 导数 与 积分 的 定义 , 包括 Gibbs, Butzer, Onneweer, Gat, Stankovic, 
郑 维 行 等 , 都 是 用 级 数 的 形式 来 定义 的 . 1992 年 , 苏 维 宜 利用 局 部 域 上 的 拟 微分 算 
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F, 定义 了 p 型 导数 与 p 型 积分 , 并 利用 检验 函数 类 S(G) 与 基本 函数 类 BG) 对 
这 种 导数 运算 的 封闭 性 , 将 导数 推广 到 分 布 情形 , 证 明了 p 型 导数 与 p 型 积分 的 基 
本 性 质 (I, 

为 了 归纳 出 定义 新 “导数 ”与 新 “积分 ”所 应 满足 的 准则 , 下 面 再 整理 局 部 域 
上 的 p 型 导数 与 p 型 积分 的 性 质 . 

(1) p 型 导数 与 p 型 积分 互 为 逆 运 算 . 

对 于 任意 a > 0, 有 


(P0) @ = e(z) = ar) (2), Ve e S(K;) 


与 
(rey) vats (Tia), VT ES*(K,). 
(2) p 型 导数 的 Fourier 变换 公式 . 
对 于 任意 a > 0, 有 
[PO] =O, EEn WE SK) 
与 


[re] = (T^, YT €S*(r,). 


(3) G 上 的 固有 方程 、 固 有 函数 与 固有 值 . 
对 于 p 型 导数 , 寻求 满足 y( = Xy 的 函数 y = f(z), 就 是 


f(z) = ©F(@) 


为 固有 方程 ,{Xe(.) : € e Tp} POM, 为 固有 函数 集 (WL (3.3.15) 式 ), 而 (g), £ e 
K, 为 固有 值 . 这 是 导数 所 应 满足 的 更 深层 次 的 性 质 之 一 . 

(4) X(G) 上 的 逼近 等 价 性 定理 . 

对 于 o > 0 与 se P, 下 列 事实 彼此 等 价 : 

(i) f) e Lip(X(G),o); 

(ii) w(X(G), f, p7”) = O(p”" em > +00; 

(iii) Ep» (X (G), f) = O(p-"(e+2), n > +00, 
其 中 Lip, w, Ep 分别 为 X(G) = { ce), 

L(G), 1<r< +0 

REDE. 这 个 性 质 体现 了 函数 越 “ 光 滑 ”, 最 佳 逼 近 趋 于 零 的 速度 “ 越 快 ”， 反 之 
亦 然 . 这 是 导数 所 应 满足 的 更 深层 次 的 性 质 之 二 . 

以 后 将 会 看 到 局 部 域 上 的 p 型 导数 与 p 型 积分 在 局 部 域 调 和 分 析 中 的 应 用 . 


上 的 Lip 类 、 连 续 模 、 
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3.4 RRR K, 上 的 算 子 与 函数 逼近 理论 


局 部 域 K, 上 的 算 子 与 函数 逼近 理论 , 正如 欧 氏 空间 R" 上 的 函数 构造 理论 是 
调和 分 析 不 可 分 割 的 部 分 一 样 , 也 是 局 部 域 分 析 的 重要 组 成 部 分 . 


3.4.1 AR K, 上 的 算 子 理论 
1. 算 子 的 型 


定义 3.4.1 ( 强 (r,s) 型 算 子 、 弱 (1,1) AF) 局 部 域 K, 上 的 线性 算 子 T : 
Lr(K,) > L*(K,) BA (r,s) BHF, 1 < r,s < +00, 若 存在 常数 c > 0, 使 得 


ITFI, < cllfll., Yf € L”(Kp). (3.4.1) 


也 称 算 子 了 将 L (Kp) 连续 地 嵌入 到 L° (Kp) 中 . 
车 对 于 任意 给 定 的 和 > 0, 存在 常数 c > 0, 使 得 


l{z € Kp: T f(z) >A} < h, (3.4.2) 
则 称 算 子 T A (1,1) BHF. 


2. HL 极 大 算 子 
在 3.1 节 中 , 定义 3.1.10 给 出 了 Hardy-Littlewood 极 大 算 子 M: Vg € Lioc(Kp), 


1 1 
MO =s- [0 sup j f, o0z 
ğ +a 是 的 球 


定理 3.1.14 证 明 算 子 M 是 弱 (1,1) 型 算 子 : 车 f e L1(K;), MJ VA >0, 有 
Hz € Kp: Mf(z) > AH < Z Ill - (3.4.3) 


现在 证 明 , H-L 极 大 算 子 M 也 是 强 (r, r) 型 算 子 . 
定理 3.4.1 ”局 部 域 K, 上 的 H-L 极 大 算 子 M 是 强 (mr),r > 1 型 算 子 : 存 
在 常数 c > 0, 使 得 算 子 M : L'(K,) > L (Kp) 满足 


IM fler) < elfler Vf € Lr(K;,). (3.4.4) 
证 ”为 证 不 等 式 (3.4.4), W À > 0, 并 记 


Ex = (z € Kp : Mf(a) > 2). 
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对 于 2 E Ex, 必 存 在 球 S, 使 得 ze S, B. 

1 

if 人 If(Wlat >X (3.4.5) 
(HERR, 就 将 有 M f(z) <A), 记 所 有 满足 (3.4.5) 的 球 的 全 体 为 {Sc}segp,, W 


U $22 E. 


ZE 五 和 
另 一 方面 , 由 Wiener 覆盖 定理 3.1.13, 存在 不 相交 的 有 限 个 球 {9} C U Se, 
r=€E, 
使 得 对 于 7n,0<n<1, 有 


1 1 
"l < ISI < 1 人 ve- Is „Olt 
GR (8.45), IS1< 5 Í roya. 从 而 


1 _ 
|Ex| = {z € Kp : Mf(z) > A} < es, If (t)ldt = sh š If(&)ldt. (3.4.6) 


421 
再 由 于 在 每 个 5; E, A ISl < š 人 17(blds 即 z e Sj, 有 Mf(z) > A, 这 表示 包 
RXR Ü 5; c By 成 立 , 故 (346) 式 化 为 
y 


lal < 5 J. „Olat, (3.4.7) 


Bp 
l(z € Ky: Mf(z) > A} < $ If (Dlat. (3.4.8) 


{zeKp:Mf(2)>A} 
这 个 不 等 式 是 非常 有 用 的 . 
进而 , 由 


kja f: e Kp: |f(a)| < zuf e Kp: |f(@)| > 2) =G,UG; 


得 到 分 解 式 
f(z) = fi(z) + fea), 


_ J f), ze Gi, _ J 9, ZEGl1， 
aa- 人 zr € G2, t= { ho, z€ Gs. 


其 中 
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显然 , MA(z) < 2, te 
(ze Ky: M(x) > Ó) C fs Kp: Mfol(z) > 2). 
于 是 , 将 (3.4.8) AF f(e), 得 到 


(z € Kp : Mf(z) > As 


{ze Ky: M fa(x) > 2)| 
< eyes =F | ols, 
因此 , 得 到 另 一 个 重要 的 不 等 式 


{zE Kp: Mf(z) > M < < En vom (z)| dz. (3.4.9) 


为 证 明 算 子 M 是 强 (r,r) 型 算 子 , 利用 调和 分 析 中 一 个 积分 恒等式 OU, 就 得 
到 


+oo 
IMFi) =f Nl {x € Kp : Mf (a) > A}|dà 


aos 
<Í X12 |/(z)|dzdA 
0 入 J(zex;,: |f(2)1>3} 


十 oo 
= x dzd》 
“/ ETN VEN 


=e É If(z))| i J ii a} dz 


ldz 


=r IFz) > 


由 此 得 到 不 等 式 (3.4.4). 定理 得 证 . 

关于 局 部 域 K, 上 的 算 子 理论 , 从 抽象 调和 分 析 的 观点 , (Kp,F, dy) 作为 一 个 
测度 空间 , 可 以 进行 各 种 研究 . 与 欧 氏 空间 情形 相 比 较 , 欧 氏 空间 R 上 有 非常 成 
熟 的 算 子 理论 , RRR K, 在 这 方面 却 非常 年 轻 , 还 有 很 多 课题 值得 研究 , 例如 , 局 
部 域 K, 上 的 奇异 积分 算 子 理论 、 乘 子 理论 , 等 等 , 仅仅 有 很 初步 的 结果 , 这 里 不 再 
介绍 . 
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3.4.2 ”局 部 域 K, EAR RG 
1. 局 部 域 Kp 的 紧 群 DC K, 上 的 函数 逼近 


与 经 典 的 Fourier 级 数 情形 相 类 似 , 在 紧 群 D = (z € Ky: |z| < 1) 上 可 以 引入 
标准 完整 直 交 系 {xn(z)jzS. 

Brel, 是 局 部 域 Kp 上 的 一 个 基本 特征 , CE D 上 平凡 (xlp = 1), Æ B- 
上 非 平 凡 (xlp #1). x 在 D 上 的 限制 记 为 xlo. 特征 群 Tv 与 K, 在 对 应 关系 


Xu € Ty muE K, 


之 下 成 为 同 构 , 其 中 
Xu(z) = x(uz), = € Kp. (3.4.10) 
定理 3.4.2 HH (3.4.10) 确定 的 xu, u € Kp, 具有 如 下 性 质 : 
(1) xulp € Te; 


(2) xulp = Xvlp u € D. 
iE (1) 成 立 , 因为 D 是 K, 的 子 群 . 
为 证 (2), 只 需 作 如 下 推理 : 
Xulp = xə|p  Xulp (z) = Xvlp (z), Vz € D 
© 1=[xulp (I (lo) (z) = {pelol [(xeln)"]} @ 
= [oo) (x) 1]|p (z) = xu) (x-)llp (z) = xs—ə|p (z) 
eu-veD. 


由 此 定理 可 以 断言 : FF {u(n)} 1 o Æ D 在 K, 的 加 群 K+ 中 的 不 同 陪 集 的 代 
表 元 的 完整 族 , 则 {xun} 就 是 D 上 特征 的 一 个 完整 族 . 

定理 3.4.3 H (un) 是 紧 群 D 在 K, 中 的 陪 集 的 完整 族 , MU (x, = 
Xum aso 是 D 的 特征 的 完整 族 , 并 且 {xn} 是 D 上 的 标准 完整 直 交 系 . 

现在 给 出 {u(n)}+ 的 一 种 “自然 排序 ”. 

作 紧 群 D 在 K, 中 的 陪 集 的 完全 族 {B-*/D : k e N), 具体 如 下 
B-1/D={0.6-1+D,1.8-1+D,… ,(p—1):6-1+D}; 
B/D ={0-8-?+0-87*+D,0-B-?+1-8"+D,--- ,0-B-?+(p—1)-B'+D, 

1-6-?+0-6-+D,1-8-?+1-B-"+D,--- ,1-8-?+(p—1)-B-* + D, 


(p—1)-B-? +0-8-'+D,(p—1)-87+1-67+D,---, 
(p-1)-8? + (p-1)-8*+D}; 
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显然 , 这 是 一 个 可 数 集 , 记 
u(0)=0.8-l,u(l) =1:8-1,...,u(p—- 1) = (p—1): 87}; 


u(p) =1-82+0-8“,u(p+1) = 1-87?+1-87},--- ,u(2p-1) =1-8-2+(p—1):8"t; 


并 记 为 {u(n) 2%. 于 是 , 得 到 {xn = xu) hio 
由 Pontryagin 对 偶 定理 知 , Tp 是 一 个 离散 群 , 其 中 含 可 数 多 个 元 . 于 是 得 到 


Tp + {xn = Xue) hio 
不 再 对 此 定理 作 详细 证 明 ed, 只 要 注意 到 以 下 的 有 用 的 积分 
| 
D 


1, m=n, 
0, m#n. 


这 是 因为 
/menGldz= 人 me)Paz= 人 az=l 
S um ar = J xoma) = 0. 


定义 3.4.2 (D 上 的 Fourier BH) BW {xn} co 是 局 部 域 K, 的 紧 群 D 上 的 
标准 完整 直 交 系 . 对 于 f e (D), 定义 


Fourier 系数 : 
s= | enade | Haule), n= 41) 
Fourier 级 数 : 有 
cxutm(z). (3.4.12) 
k=0 
Dirichlet 4%: 7 
Dn(z) = L xelo) TAN (3.4.13) 
0, n=0. 
Fourier 级 数 的 部 分 和 : 


n-1 


Salf, 2) = D cexe(2)- 
k=0 
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此 部 分 和 有 卷 积 表示 : 
Sn(f,7) = Í: f(z- t)D,,(t)dt = Í f(t)Dn(x — t)dt. (3.4.14) 


与 经 典 的 Fourier 级 数 情形 类 似 , 在 紧 群 D 上 , HF Dirichlet 核 与 相应 的 
Fourier 级 数 的 收敛 性 . 
定理 3.4.4 Dirichlet KAW PEM: 
(1) Í D,,(z)dz = 1, Vn > 1; 
lalg1 


(2) |Dn(z)| < n, Vn > 0; 
(8) Dn(z) = D,,>+,(z) = Dpr (z)D,,(8-kz) + Xm(B7*2)Di(z), Vn = mp* + t, 
REE Pr OSes 


(4) |Dn(x)| < <i zr 0, z € D; 


(5) Dre(z) = H D,(B-#2), k > 1. 


u=0 


证 (1) 由 特征 的 性 质 


1, n=1 
zjdz= 4” ， 
Jia” h n>1 


得 到 . 


(2) 由 |Dn(z)|= <n 得 到 . 


s Xk(Z) 


k=0 
(3) Vm e P,k € P,0 < t < pk, #f 


m-1p*-1 t-1 
Drn-ph+t(2) = 2 Yo Xust+ (z) + Li xmp) 
AH=0 v=0 
一 人 


= Dm (EED le) + xml z)D, (z: 7 


(4) 对 于 任意 z e D, 设 |z| = prttl k>1, B n=m:pk+t,0 < t < p. FR, 
X |æ] = po, We = skat! +2, 6" +---, HP z; € GF(p), j > k — 1. 相应 地 


Xn(Z) = Xu(n) (z) = x(u(n)z), O<n< p. 
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从 而 
z| =p" > Di. (z) = > x; (z) = 0, 
于 是 , (3) 的 结果 给 出 i 
Dmpe+Ht(z) = Dy (z)D,,(8 Ez) + Xm(8-*2)De(2) = Xm(6-*z)Dt(z). 
再 由 (2), ID,(z)| < t, 故 


ID.(z)|= ID; (z)| = Lxm(8~*2)De(2)| = [De(2)| St < p" = pp = y 
(5) 首先 , 34 k = 1 时 , Dp (z) = H D, (6 tz) 为 恒等式 . MM, WF k>1, R 
iE: 对 于 所 有 人 > 0, 有 ‘at 
Dp: (2) = Dp(B-*2) Dy (a), 
而 此 式 由 (3)， 
Dan-ph-+e(2t) = De(z)Dn(B-kz) + Xm(B-kz)Di(z)， 
J m = p, t = 0, 得 到 


Dpr (2) = Dpmx+o(z) = Dpr (2)Dp(B Ez) + xp(8-*2)Do(c) 
= Dy (z)D,(8_*z) + 0 = Dp(B~*x)D,» (z). 
定理 得 证 . 
定理 3.4.5 设 f:D 一 C 为 D 上 的 Haar 可 测 函数 , 则 
(1) (Riemann-Legesgue 引 理 ) # f e L1(D), H cn 由 (3.4.11) 确定 , W 
lim cn=0. 


n—+oo 


(2) (唯一 性 定理 ) 若 f e L1(D), H cn = 0, Vn € P, W f = 0. 
(3) (Fourier 级 数 部 分 和 公式 ) 若 f e LY (D), WJ 


Snf(a) = | Dale -tdt = Da + f(e), 


lim Spr f(z) = f(z), ae.. (3.4.15) 


n—+oo 


.94. 第 3 章 ARR K, 上 的 调和 分 析 


进而 , (3.4.15) 在 f(z) 的 连续 点 成 立 . XE f(z) 是 D 上 的 连续 函数 , 则 (3.4.15) 在 
D 上 一 致 成 立 . 
(4) (Parseval AR) F f € (D), W Í (faz = Yes. 
D n= 
(5) # f e Lr(D), 1 < r < +00, WJ i 
lim lS f(:) — FOl) = 0. (3.4.16) 


n—+oo 
这 个 定理 的 证 明 是 常规 的 . 


定理 3.4.6 f: D — C 为 也 上 的 Haar 可 测 函数 , 则 
(1) (Dini 收敛 定理 ) 车 f e LD), B 


f [flo = 2) = FD) a, < +00 (3.4.17) 
D kzl i 
则 

lim Snjf(zo) = f(zo). 


mn 一 十 oo 


(2) # f e L1(D), 且 了 在 zo + BY 上 为 常数 , 这 里 k 是 某 个 整数 , 则 


lim S, f(zo) = f(zo)- 


n—+oo 
(3) # f e L1(D), B. f 是 径 向 函数 , 即 对 |z| =p, k > 0, 函数 f(z) = ak, 则 
WF z Z 0, A 
lim_Snf(z) = f(z). 


n—+oo 


ME 为 证 (1), FEB e > 0, 由 假设 (3.4.17), FE k > 0, 使 得 
[f(z — 2) — f(zo)| ka 
p< 


Bs 
令 

ge(z) = (f(zo — z) — f (z0)} (1 — *px (2)). 
由 定理 3.4.4 性 质 (4), 得 


IS,f(zo) - f(zo)| = | Jf (20 —2)~ A 
<p -el 


lz| 


dz+ . (3.4.18) 


[Daz 
D 


H k > 0 的 选择 , 上 式 第 一 项 < š 第 二 项 中 的 ge 的 支 集 在 B* 的 补 集中 , 因此 ， 


34 局 部 域 K, 上 的 算 子 与 函数 逼近 理论 .95 - 


Hid n = m : pt + t, 利用 定理 3.4.4 性 质 (3), 得 到 
t-1 
Dale) = 》 Xmphayu(2)s 
p=0 
其 中 |z| > p-*,0 < t <p*, 由 此 (3.4.18) 式 的 第 二 项 化 为 
t-1 t-1 
人 zeCJDn(dz= 人 w) L xml = Ye 人 g(t es 


t-l- tl 
SI Í saw... a= Yan 
K, HA=0 


p=0 
t-1 
这 里 cm.pt+z 是 ge(z) 的 Fourier 系数 , 而 和 D tmpt 的 项 数 最 多 是 t(0 < t < p*); 
另 一 方面 , Riemann-Lebesgue 引 理 给 出 
Cmpk+n =0(1), n = mp +p > +oo, 
因此 
| J, Daaa 
Kp 


t-1 
< > |em-pt-+u| > 0. 
=) 


于 是 , 当 一 +oo 时 , 不 等 式 (3.4.18) 中 最 后 两 项 都 趋向 于 零 , 故 (1) RX. 

定理 中 的 (2) 与 (3) 作为 (1) 的 推论 而 得 到 . 定理 得 证 . 

与 经 典 的 Fourier 系数 求 和 法 类 似 , ÆRE D E, 研究 Fejér 核 与 相应 的 Fejér 
算 子 . 


a= Í texas | tiayan, b= 0,1,2,-- 
A f(x) 的 Fourier 系数 , Sn = Fant) A f(z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 , > 


k=0 


Sit S+: + S, 
RE 


称 {onh 为 函数 f(z) 的 (c, 1) 平均 (算术 平均 ). 
称 


] 
K,(z) = 7 2 Pel nets (3.4.20) 
0, n=0 


i (3.4.19) 
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为 Fejtr 核 . 不 难 推出 


n—1 k 
t= 21 
K.(z) = >( *) Xk(z), n>1, 
0, n=0. 


Fejér 积分 算 子 定义 为 
onf(a) = J: fle — t)K,,(t)at = 六 f(0)K,(z — tat. (3.4.21) 
定理 3.4.7 Fejér BAW FER: 
(1) Jf Kraz =1,¥n>1; 
© Kala) < t, vn > 1; 
(3) |Kn(z)| < a zZ0,z € D, Vn > 1; 
(4) Ë n = mp“ + t,m > 0,k > 0,0 < t < p, 则 
nK p(x) =p" Dp (z)mK;,(8“Fz) + tDp(2)Dm (8*2) 
+ Drm (B-*)p* Kpr (2) + Xm(B-*z)  tK,(a); 


(5) Bp < n < pit1, |z| =p, 1 <k S< 1— 1, WEEK À > 0 Sn kE 
关 , 使 得 
J. Kalde < Ap"; 
lel=p-*+t! 


(6) IK,(z)ldz < B, B 与 n 无 关 ; 


(7) | IK,,(z)ldz = o(1), n — +00, Vk > 0. 
p-k<|z|<1 
证 对 于 (1), 由 
na ia 
/ldz- nd | veya = rE fes 
得 到 . 
对 于 (2), 由 |Dn(z)| < n, & 


ln(n+1) _ n+1 
aa a 


ms a 
Wala) <5 ID <; k= =. 
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(8) 由 |Dn(z)| < È 得 到 |Kn(z)| < 2. 


|zl izl 


为 证 (4), 利用 定理 3.4.4(3). Vm € P,k € P,0 < t < pk， 
Dyn-pt+t(2) = Dpr (z)D,,(8 kz) + Xm(B-*2)Di(x), 


则 
m-1 p* 


nKn(z) = D> Y Dpp (z) + Xss, 


HA=0 v=1 
展开 并 相 加 , 便 得 到 (4). 
对 于 (5), 由 假设 , p! <n < pi+l |z|=p-*+1,1<k<1-1, 因 此 


1<k<1I-1=1>k>1; 
p < n < pt! > pl < np < ptt, 


n=mp" +t,0 <t < p" > p! < m < pl}, 


IT: 


另 一 方面 , H |z| =p > p-1(k > 2= —k < —2 = pH > p-2+1 =p), i 


由 (4), RAE 
nK,(z) =p Dya (2)MKm (8z) + tDy(2)Dm (8*2) 
+ Dm(B-*2)p*K ye (z) + Xm (8*2): tKila) 
=Dm(B-¥2)p Ky (z) + Xm (8*2) -te 
=n EDn 6 amk (a) + Exma) ta) } 
=nI? (z) + nI? (z). 


估计 页 (z): 由 于 |z| =p Be e < (ph? y= 下， # 


t # 
In(z)| < = <— <—. 
2 (z)| < zle) Sa alee 


于 是 


fon upaya < 4 jetas = Apr fae 
|z|=p-*+2 n Jlsl=p-*+1 n [zl=p-*+1 


A ai 总 4 = 
=< 1p-k+l(1 — p7!) < ph < Apt b 
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其 中 常数 4 > 0 5 n, k EK, 
类 似 地 , 估计 IP (x), 由 


k 
ma) < Ë D, (aE), 
故 


n 


2k —k 
了 p -kzjldz = PP Damn Ja 
Jeri Reeg E fa -k+ IDm( 了) 人 |Dm(8~*2)|de 


A 


3 
ID, (6 b k. f noopar) 
lzlg1 


lz|<1 
vin _ mp m-* < Ap’. 


n n 
注意 到 ! > k, 并 联合 上 述 两 个 估计 , 便 得 到 (5). 
现在 证 (6). 对 于 n, 可 以 假设 pt < n < pit), 因此 , vz, 有 |Kn(z)| < n <p", 


pt 
n 
p 


人 


故 
f |Kn(z)ldz < p'ttp-4} = p?, 
lzl<p-'+! 


由 性 质 (5), 有 
Kn(T)ldr 
人 Aldz= > a, =a Mn 
Lad P: 
<a AFP? <A(I-rt) <A 
k=1 j=1 


取 B =p? + À, (6) 得 证 . 
最 后 证 (7). 4 n 一 +00 时, p! < n < pi+l W8 1 = 1(n) 一 +oo, 于 是 


k+1 k+1 ec 
Kn(z)ldz = Y f IK,(z)ldz < AD p7 
Lal at Z Jep > 


< Ap?" =0(1), n— +00, 


(7) 得 证 . 
定理 3.4.8 ”关于 Fejér 积分 onf(z) = Í f(z — K, (tat, 有 如 下 性 质 : 
(1) Rf EL (D),1<1r<-+too, W jim, llonf(-) — Flew) = 


(2) 车 f(z) 在 D 上 连续 , W lim onf(x) = f(z) Æ D pare 


mn 一 十 co 
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(3) 4 f(z) 在 D 上 有 界 , E. f(x) 在 zo € D ES, WJ 
„im onf (zo) = f(zo); 
(4) E fa) 在 D 上 为 有 界 振荡 函数 , 则 
lim onf(z) = f(z) 


n—+oo 


在 f(z) 的 所 有 连续 点 成 立 ; 
(5) 车 f(z) 是 D 上 的 有 界 振荡 连续 函数 , 则 


„ip, Safle) = fC) 


在 D 上 一 致 成立. 
D 上 有 界 振荡 函数 定义 为 : Bk > 0, (Sk 是 BY 在 D 中 的 陪 集 的 全 体 ， 


p=1 


{sk A 1 = D/B*. 称 D 上 的 函数 f(x) 是 有 界 振荡 的 (bounded fluctuation), 若 
>” 
v'f= up 2 sp, f(z) — f(W| < +00; 


函数 f(z) MERA Vf 定义 为 


F 
Vf= limsup > ` sup |/(z) — f(y)| < +00. 
k20 fazest 
证 由 
oaf (2) — f(z) = f (f( — t) = f(a)} K,,(D)at. 
于 是 , 据 Minkovski 不 等 式 , 有 
lonf() — Fllarcoy S Í Uf — = FOl) Kaldt. 
由 于 


fEL(D)1< 71 < +00 > f(t - flaw) = 61), ltl > 0, 
fEL(D),1< r < +00 > If —t) — Flee S 2 MMF llr)» 


任 给 = > 0, HEF k = k(e) > 0, 使 得 对 于 |t| <p 时 ,有 


6-8) — Fler) S sz: 
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其 中 A > 0 是 定理 3.4.7(5) 中 的 常数 . 于 是 
E 
lont Fanos < za f, En Ott alloc Í| Dat 
<= J, Olat + 2 lfa 0) ca o(1), 
上 式 对 于 所 选 定 的 k( 但 可 以 任意 ), 由 定理 3.4.7(7) 知 , ° n — +o B, 


lim llenf()— FOl) = 9, 


n—+oo 


从 而 (1) 成 立 . 
z) Æ D 上 连续 时 , 由 D 的 紧 性 , 知 ve > 0, 存在 k = k(e) > 0, 使 得 当 
It] < p= BE, [f(@—t) - f@)|< 所 在 ze D 上 一 致 成 立 ,于 是 


bonfa) -S [Í E-D- ENKON < § f Od < 


从 而 (2) 成 立 . 

(3) 可 以 用 类 似 证 明 (2) 的 方法 得 到 . 

为 证 (4), 利用 关于 有 界 振荡 函数 的 两 个 重要 事实 : 

@ f(z) 是 D 上 的 有 界 振荡 函数 , 则 f(z) 在 D\E 上 连续 , 这 里 E Æ D 中 的 
零 测度 集 ¿E =0*. 

© f(z) D 上 的 有 界 振荡 函数 , 则 f(x) 的 Fourier 系数 满足 


[neal <pV*f, n>, 
lim sup |ncn| < pV* f. 
n 
x 事实 上 , 令 
OSCf(z) = lim sup sup |f(z + u) — f(z)|, 
k20 ye Bk 


g f(z) 在 点 z € DEE & OSCf(z) = 0. 
于 是 , 设 
Eo = (z € D: OCS/(z) > 1}, 
Er = [z e D: 2-5 < OCSf(z) <2}, k=12-. 
不 难看 出 , 每 个 Ek,k = 0,1,2,-.. 都 是 有 限 集 (例如 VF C Eo, Y OCS/(z) < V° f, 因此 , card F < 
V* f, 所 以 Eo 是 有 限 集 ), 这 样 ， f(z) 的 不 连续 点 集 E = y5 Eaa. 
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特别 地 ， 


于 是 ,利用 o = 0 (1), 人 得 到 (4) 


最 后 , 为 证 (5), 也 只 需 注意 到 Fourier 级 数 求 和 法 的 两 个 基本 事实 : 
OË S,f — S f, 则 onf — f; 


OF onf 0 f, Hew=0(2), M Sef 0 f. 


由 O 的 假设 ,f(z) 是 D ERRIAN, k o, — o (1). 又 由 fe) 是 D 上 


的 连续 函数 , (4) 给 出 onf — o 在 D 上 成 立 , 从 而 (5) 得 证 . 
下 面 研究 紧 群 D 上 的 逼近 等 价 性 定理 . 
众所周知 , 函数 的 Fourier 级 数 、Fourier 系数 与 函数 的 属性 有 密切 关系 , 例如 


f(z) 是 D 上 的 有 界 振荡 函数 = c, = O (z) I 


JED) =e = (1): 
而 这 种 性 质 可 以 用 更 一 般 的 概念 来 描述 , 即 函数 的 连续 模 、Lip 类 、 最 佳 逼近 等 . 
局 部 域 的 紧 群 D 上 的 连续 模 、Lip 类 、 最 佳 逼近 的 定义 如 下 : 
定义 3.4.3 (D 上 的 连续 模 , Lip X, REDE) 设 


C(D)， 
fex(D)=| O 
Lr(D), 1<r < +oo， 
X 事实 上 , Ë n. > 0, |u(n)| = p*,k > 1, 并 且 pr-!1 <n < pë. FÆ, 取 一 个 元 素 序列 {ab}, 使 得 
在 集合 SF = ak + BE 上 满足 


人 ae 


于 是 


ss TER 
on = Í tayx,eyaz = x J mOn = Yo J: pa {10 - ren) xay, 


i 

a | 

lenl < SD sup f(s) -fap htt < piv" f. 
f= zvest- n 
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对 于 5>0, 称 
w(X(D), f,5) = ees IFC +h) — FOl 
为 f(z) 在 空间 X(D) 中 的 连续 模 ; 对 于 o > 0, 称 
Lip(X(D),o) = {f € X(D) : ||f(: + h) — fOllxp) = O(Ih|e),h € D} 


为 空间 X(D) 中 的 Lipschitz a 28, 简称 Lip 28. 
记 


Pn = (pk(z): 0 < k <n,z € D}, 
其 中 pk(z) 是 次 数 为 k <n 的 特征 多 项 式 
pk(z) = akxk(z) + ak-ixk-i(z) 十 … 十 alXi(Z) 十 ao， aj EC 为 系数 . 


称 
Eq(X(D),f) = int Nf - pallxio) 


为 f(z) 用 n 次 特征 多 项 式 在 空间 X(D) PR RAE. 

这 些 概念 都 是 经 典 函数 通 近 论 中 熟知 概念 在 局 部 域 中 的 移植 , 是 抽象 调和 分 析 
中 最 基本 的 . 这 里 列举 它们 的 性 质 , 并 仅 对 个 别 条 目 加 证 明 , 其 余 留 作 练 习 . 

QO 连续 模 o(X(D), f,6) 的 基本 性 质 : 

(a) w(X(D), f,6) 是 ó > 0 的 单调 增 函 数 ; 

(b) w(X(D), f, A8) < 1 + Nw(X(D), ,5), YA > 0; 

(9 Jim w(X(D), f,6) = 0; 

(d) w(X(D), f,6) = o(6),ó 一 +0 HE f = c, ae; 

(e) f e Lr(D), 1 < r < +00 MF w(L"(D), f,p™) = o(1),k — +00; f € C(D) 
MM w(L(D), f, p) = o(1), k > +00; 

(D) fe LD) HF Jen] < w(L(D), f,p|lu(n)| 1), n — +00. 

下 面 仅 证 明 (f). 取 n > 0, 则 存在 he D, 满足 |hu(n)| = p, 使 得 


Ixn(h) —1| > 1, 


并 且 使 得 
Xn(h)en = f f(z + h)X,(z)dz. 
D 


于 是 
Gn) = Den = {fle + fo} (ade, 
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即 
1 sn 
lel < yma f He +) -IE aede 


1 
m= |, E+- ras < DA) 
= w (DL (D), f,plu(n)| 1). 
@ Lipschitz 类 Lip(X(D),a) 的 基本 性 质 : 


(a) f e Lip(X(D),a) 蕴含 3M > 0, 使 得 w(X(D), 户 5) < Mô”; 
(b) f e Lip(X(D),a, g € L1(D) HL f «9 € Lip(X(D), a); 


(©) f e Lip(X(D),a) MH cn = O(n"), n — +oo; f € Lip(X(D),a),a > 5 i 


+00 
A J len| < +00. 
n=0 
iE 只 证 (c). 其 中 第 一 个 结果 由 (a) 可 得 . 第 二 个 结果 由 


; 
Fil- ei > jotta S| > er] ; 


j=1 |u(n)|=p* |u(n)|=p* 
固定 k, k > 1, FM h Z 0, WJ 
十 oo 
w?(L7(D), f, |hl) > f lf(z +h) — f(z) dz = > |x; (h) — 1Ë|e;|Ë2 
j=0 
>  Ixa(h)- 1Ë|e,Ë. (3.4.22) 
|u(n)|=p* 
现在 , 假设 lu(n)| = pt, WEE h € D, |h| = p-*+1, 使 得 
Ixn(h) — 1] > 1, 


这 是 因为 B* 在 BEI BE 中 的 (p — 1) 陪 集 上 , xn(h) 的 值 中 至 少 有 一 个 值 具有 负 
SERB. 在 (p — 1) 个 陪 集 上 对 (3.4.22) RA, 得 到 


+00 
P-L), fp) > SO lo 
|u(n)|=p* 
于 是 


len| < Jeol + A Xotun), fp). (3.4.23) 
k=0 
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现在 假设 了 e Lip(X(D),o), a> 5, WW 
e(I2(D), J.P) < w(L(D), f, p) = 00). 
最 后 , 代入 (3.4.23) 得 


+00 十 oo +00 
lal < lool + Ay pip = leo] + AY pd- < +00. 
j=0 k=1 k=1 

定理 3.4.9 ”局 部 域 K, 的 紧 群 D c K, 上 , 下 述 论 断 彼此 等 价 : 对 于 s > 0, 
(1) ft) e Lip(X(D),o), a > 0; 

(2) w(X(D), f@,p-") = O(p-"°), n > +00} 

(3) Ep (X(D), f) = O(p-"(e+%), n — +00; 

(4) IFO — S;=(, f, Dlx) = O(p-n(et9), n — +00, 


A _ | CD), > 
其 中 Lip, w, Epr 与 Sp 分 别 为 X(D) = { aby ae 2332 上 的 Lip 28, 连 


W, BEDE Fourier 级 数 的 p" 部 分 和 . 这 个 等 价 性 定理 的 特殊 情形 , p = 2 
的 结果 已 经 在 3.3.3 节 列 出 . 
中 国学 者 在 局 部 域 上 的 逼近 、 局 部 域 上 的 调和 分 析 方面 做 了 出 色 的 工作 , 2007 
年 塞尔维亚 Nis(J fF) 的 国际 会 议 上 的 报告 82 中 列 出 了 40 年 来 中 国学 者 的 工作 . 
对 于 紧 群 D 上 的 逼近 恒 同 核 与 逼近 算 子 ， Walsh 系 的 逼近 恒 同 算 子 , 有 如 下 


结果 . 
© Abel-Poisson WK. 
Le 
Xr(z) = — I Tae 
=1 
其 中 w= e”, 


关于 这 个 核 , 有 如 下 逼近 性 质 0: 
定理 3.4.10 ”对 于 aa>0 与 seP, 若 Dj €Lip(X(D),a), 则 当 r 一 1 时， 


有 
O((l—r)s**), 0<a<l, 
1 
[e+ f0- 10x) = 4 0 (0- mz) a= 
o(a-n)), a>. 


反之 ,车 fe X(D) WE |. < f() — Olx = O(( — r)**e), r — 1, NJ DOF e 
Lip(X(D),a). 
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@ de la Vellée-Poussin 型 核 . 
p(k) 
vale) = [pepe o» zen, 


其 中 p(k) = 2pbk, b > 0, xn 是 D 上 的 特征 . 
此 算 子 成 立 相 应 的 逼近 定理 27, 
@ 典型 平均 核 . 


n-1 入 
Kn,a(t) = > (. 一 (£) Jno, à>0, z€ D, 


其 中 wk(z) 是 Walsh 函数 系 中 的 元 . 

RAAT th BA SEE EE (2071, [108 | 

2， 局 部 域 Kp 的 加 群 (局 部 紧 群 ) K; 上 的 函数 通 近 

现在 讨论 加 群 K+ 上 的 函数 逼近 问题 . 

定义 3.4.4 (Kp 上 的 连续 模 , Lip 类 , 最 佳 逼近 ) 记 和 (Kz) 为 局 部 域 K, 上 的 
复 值 Haar 可 测 函 数 f: Kp — C 所 成 的 连续 函数 类 C(K,), 或 > FE Haar 可 积 函 数 
类 Lr(K;,), 1 < r < +00, Bil 


X(K;) = { C(K;), 


Lr(K,), 1 < r < +oo. 
对 于 f e X(K,), 以 及 5> 0, 称 
w(X(Kp),f,6)= sup |C +A) — f()lxe< (3.4.24) 
hEKp,lh|<ő 
为 f(z) 在 空间 X (Kp) 中 的 连续 模 . 
空间 X(K,) 中 的 Lipschitz 函数 类 定义 为 : 对 于 a > 0, 
Lip(X(Kp),@) = (f € X(Kp) : IFC + h) — f()l|xux,) = 0(|h|e),h € Kp}. (3.4.25) 


对 于 局 部 域 K, 上 的 检验 函数 空间 S(K,), Ve € S(K,), 存在 指标 对 (k,l) € 
Z x Z( 定 理 3.1.7), 记 所 有 指标 对 为 确定 的 n c Z 的 检验 函数 集合 为 


Sn(Kp) = (ç € S(K,) : index ọ = (n,1),1 € Z). 
定义 f(z) 用 检验 函数 类 在 空间 X(K,) PRERA 


En(X(Kp), f) = E r IF- Plx) ` (3.4.26) 


“1 


06 - 第 3 章 JAR K 上 的 调和 分 析 


关于 空间 X(K,) 中 的 连续 模 与 最 佳 逼 近 , 具有 与 欧 氏 空间 R 相应 空间 X(R) 


中 的 连续 模 、 最 佳 逼近 有 类 似 的 性 质 加. 


且 


定理 3.4.11 ”局 部 域 K, 上 , 下 述 论 断 彼此 等 价 : 对 于 s > 0， 

(1) f@ € Lip(X(Kp),a), a > 0; 

(2) w(X(Kp), fp") = O(p”"°), n — +00; 

(3) Bp, (X (Kp), f) = O+), n — +oo. 

这 个 定理 已 经 在 3.3.3 节 列 出 . 

在 给 出 局 部 紧 群 K+ 上 的 逼近 恒 同 核 与 逼近 算 子 之 前 , 先 回顾 R 的 情形 . 
(i) 一 维 欧 氏 空间 R 上 的 逼近 恒 同 核 与 逼近 算 子 . 

逼近 恒 同 核 。 称 核 {fs(z,p)}ocyca 为 逼近 恒 同 核 , HAM > 0, 使 得 


IIx(z,p <M, Vp e J, 


um. f K(u,p)du = 0, ó> 0. 
im. sige (u, p)| 


称 相应 的 积分 


1 +o 
I(f,z,p) = zl f(z — u)x(z, p)du 


为 由 核 {f(z,p)}oevca 生成 的 逼近 恒 同 算 子 , 或 称奇 异 积分 算 子 , 是 一 种 卷 积 型 算 


= 


通常 取 作 as 
n=- 不 J he-unan. 


具体 例子 如 下 : 
(A) Gauss-Weierstrass 核 、 积 分 算 子 . 
$ W(a) = 2-1/2e-z /4 I p =t-/2, t — 0+， 


+00 +00 
Wiha.) = Z | fede i | fewer" du 


有 如 下 性 质 : 记 X = X(R), WJ 


这 本 


D IWF lx < flx, t> 0; 
@ im, W(f,2,t) = f(z), ae. z € R X} f € Lr(R),1 < r < co; 
@ IWG, t) — FOllx = OW" (X, f,t'/2)), t — 0+; 
@ 0 <a <2, BJ f e Lipa  |W(f,-,t) — f(3)l|lx = O(#e/2), t — 0+; 
@ a=2, HJ f e Lip*2 > |W(f,-,t) — Fx = Ot), t — 0+. 
B w*(X, f,t/?) 与 Lip*a 分 别 是 二 阶 连续 模 与 二 阶 Lip 28. 
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(B) Fejér 核 、 积 分 算 子 . 
1 [sin(z/2)]2 
4 Fe) = [BSP , 取 p > +00, 


O lo (f, blxslflx,t>0; 

® im o(f,z,t) = f(z), a.e. z € R, Vf € Lr(R),1 < r < oo; 

@ llo (f,-,p) — f()||x = OW" (X, f.07)), p > +oco; 

@0<a<1, MJ f € Lipa @ |lo(f,-,p) — f()||x = O°), p — +00; 
® a=1, W f e Lip*1 > lo(f,,p) — Fix = O(0), p> +00. 
(C) Cauchy-Poisson 核 、 积 分 算 子 . 


200k 
令 p(z) = Veta Bene 3 一 0+， 


+oo T 
Pant |” e= 


du. 


OD Pf, Wx < flx, z > 0; 
© jim, P(f,z,y) = fG), ae. z ER X} f e Lr(R), 1 < r < <; 


@ IP 4) — f()l|x = OW (X, fry), y > 0$; 
@0<a<1, WW f € Lipa @ |PP(/,-,v) -Olx = O(g°), y > 075 
© a=1, MJ f e Lip*1 = ||P(f, 9) — f(x = Oy), y > 0+. 

还 有 一 些 核 与 积分 算 子 , 列举 在 本 节 末 尾 的 附注 中 . 
Gi) 局 部 域 Kp 上 的 逼近 恒 同 核 与 逼近 算 子 . 
变换 “ 底 空间 R 到 局 部 域 Kp 其 非 阿 基 米 德 赋值 为 |z|,z € Kp. 
(A) Poisson 型 核 . 


R, (z) = p° ly (ry!) Í + Feria} ， z€ K;, 
k=1 
其 中 ye Kp 为 参数 , s € Z, ak € Kp, ck € C, k =1,2,--- ,m,m € (1,2,-- - ,p I}. 


关于 这 个 核 , 有 如 下 逼近 性 质 ol， 
定理 3.4.12 ， 在 局 部 域 的 加 群 K+ 上 成 立 : 
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(1) 对 于 任意 实数 m > 0, 有 D™ R,(z) = RI” (2) € L1(Kp), 且 


lar 


|a 50W, Iwi +05 


(2) Rl < r < +00, 对 于 任意 实数 m>0 与 a>0, 则 
D€) f e Lip(L"(Kp), a) WS Ry*f() 一 fling,) = Olt, ful > 0; 
(3) 设 1<r < +co, 对 于 任意 实数 m > 0 与 a > 0, 若 对 于 f e L'(K,), 
Wy * FO — FO ceca) = Ol), l| — 0, 
则 D™ f e Lr(K,), 并 且 成 立 


O(5*), 0<a<l, 


“(riypa = | dani ss, 


(B) de la Vallée-Poussin 型 核 . 
1 13 1 > plu) 
wa = Leo) iOD) > awe K, 


其 中 p(y) = 2|u|-, b > 4. 此 核 也 有 任意 阶 的 按 点 p 型 导数 , 并 成 立 逼 近 定理 27. 
(O) 径 向 逼近 恒 同 核 . 
若 woe Li(Ty) 满足 : 
O wo € L1(Ty,) 是 径 向 的 , 即 wo(€) = wollél), £ € Tp; 
@ 存在 we L1(K;,), WE w(€) = wo(6); 


O 存在 实数 a > 0, 使 得 tim 2O 


lo ele #0; 
© AEL = wr), a> 0, IER pe LK), E. llac) = 1: 
则 称 wo 为 径 向 通 近 恒 同 核 . 


关于 这 个 核 , BOE EM ER MS, 

注 “在 欧 氏 空间 R E, 有 许多 逼近 恒 同 核 与 相应 的 逼近 恒 同 算 子 O, 为 了 比 
较 方便 起 见 , 下 面 列 出 欧 氏 空间 R LAMBERT, 供 读者 参考 . 

在 C(R) R L'(R) E, 有 

Fejér 核 


1 fs 
f= 一 二 
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Fejér 卷 积 积分 算 子 
a(f,2,p) = E Ji f(z — u)pF(pu)du, p — +00. 
Gauss-Weierstrass 核 


1 = 


W(a) = Z° 


Gauss-Weierstrass 卷 积 积分 算 子 
WUiab= = [e-e du t0. 


28 od 
"= eae 


Cauchy-Poisson 卷 积 积分 算 子 
Pina =” [e-u 


Cauchy-Poisson 核 


1 
y Fu? 


du, yO. 


Jackson - de la Vallée-Poussin 核 


sin Z I 
no- ( z) , 
2 


Jackson - de la Vallée-Poussin 卷 积 积分 算 子 


12 sint 5 
Nia == {fed p> +e. 
Picard & 
c(z) = ie 
Picard 卷 积 积分 算 子 


C(f,2,p) = i f: (z —wWe ?du, p> +00. 


HE O((0, 2n]) È L1((0, 2x]) 上 ,有 
Dirichlet & 


T 

x 

Dp(z) = 142) > cos ke = sin = 
k=1 
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Dirichlet 卷 积 积分 算 子 
sao = f+ Dale) = ge fe -wpa 


Fejér 核 


si (n+ Dz 
1 <— “< zt 一 一 和 一 ; 2# 2NR, 
F,(z) = > Dk(z)=4 n+1 sin 3 
n+l, z = 2nx, 


Fejér 卷 积 积分 算 子 
onthe) = f+ Fale) = 5 [fle -w)Falu)du 


Abel-Poisson 核 


1 一 r2 


十 oo 
一 k = —— ss L> 
pz) =1+2 r cos kx Loroa 


k=1 


Abel-Poisson 卷 积 积分 算 子 
P,(f,z) = f*pr(z) = x 六 f(z — u)p,(u)du, 


Rogosinski 核 
ba(z) = 3+ +[D, (e+ mi) +D (2- TE :)|: 
Rogosinski 卷 积 积分 算 子 


Ba(f = f bala) = z fa 


sin = š 
> 3 > 
na (e) : 

2 


Jackson 核 


Jackson 卷 积 积分 算 子 
fz) = f * jala) = > xf. f(z —w)jn(u)du. 
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Weierstrass 核 


+00 ç: 
w(x) = > e tk? pike 


k=—o0 


Weierstrass 卷 积 积分 算 子 
W,(f,z) = f * u(x) = z f(z — u)w:(u)du. 


de la Vallée-Poussin 核 


de la Vallée-Poussin 卷 积 积分 算 子 
V,(f,z) = f *u,(z) = xf f(z — u)vn(u)du. 


KF REI AMF, Jackson 定理 与 Bernstein CH. EMME RMR 
X, 并 且 有 一 定 的 逼近 阶 , 为 X([0, 2x), X(R) 上 的 逼近 理论 打下 坚实 的 基础 , 形成 
了 欧 氏 空间 R 上 (以 及 R 上) 丰富 多 彩 的 函数 逼近 论 (也 称 为 “函数 构造 论 ”) 
领域 . 

局 部 域 分 析 的 结果 虽然 与 欧 氏 空间 上 的 结果 有 类 似 之 处 , 但 也 有 许多 不 同 , 而 
且 证 明 方法 相当 精致 . 与 欧 氏 空间 R 上 的 函数 逼近 论 相 比较 , 局 部 域 K, 上 的 函数 
逼近 论 非常 年 轻 , 还 有 大 量 的 新 课题 与 开 问 题 , 等 待 数学 家 们 去 开发 和 研究 . 


思 考题 


1. 总 结 欧 氏 空间 有 ”上 与 局 部 域 K, 上 各 种 逼近 恒 同 核 与 逼近 恒 同 算 子 的 性 质 ， 并 作出 
比较 . 

2. 还 能 构造 局 部 域 K。 上 哪些 新 的 通 近 恒 同 核 与 壳 近 恒 同 算 子 ? 有 何 性 质 ? 

3. 局 部 域 乘 群 K; 上 的 函数 构造 框架 如 何 ? 给 出 你 的 设想 . 
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4.1 局 部 域 K, 上 的 B 型 空间 、F 型 空间 


局 部 域 K, 上 常用 的 函数 空间 , 如 连续 函数 空间 C = C (Kp)、 无 穷 远 处 趋 于 
零 的 连续 函数 空间 Co = Co (Kp) r 守 Haar 可 积 函数 空间 L = L" (Ky)(1 < r < 
十 o0)、 检 验 函数 空间 S (K,)、 分 布 空间 S (Kp) 等 , 已 在 第 3 章 中 给 出 . 现在 介绍 
局 部 域 上 的 B 型 空间 、F 型 空间 , 以 及 Holder 型 空间 、Lebesgue 型 空间 、Sobolev 
型 空间 , 参见 文献 [38], [55], [57], 168), [80], [89], [128], [129]. 
41.1 B 型 空间 、F 型 空间 

设 f : K, — C HK, 上 Haar 可 测 的 复 值 函数 . 

定义 4.1.1 (两 类 范 数 ) W S(K,) 与 S (Kp) 分 别 为 局 部 域 K, 上 的 检验 函 
数 空间 与 相应 的 分 布 空间 , S (Ty) 与 S* (Tp) 分 别 为 特征 群 T, 上 的 检验 数 空间 与 
相应 的 分 布 空间 ， 前 面 几 章 已 经 提 到 , 局 部 域 加 群 与 其 特征 群 同 构 ，Kp — T, 将 
S(K,) 与 S(Tp) 视 为 等 同 , S* (Kp) 与 S* (Tp) 视 为 等 同 , 具体 应 用 时 根据 情况 而 
确定 . 


取 函 数 序列 ç = (e; (2) } $55 c S(K,), 满足 : 
(i) suppy; C Kp 为 紧 集 , j €& P; 
(i) © suppyo C (z € Kp : |z| < p}; 
suppy; C Íz € Kp: p~} < |z| < +}, j EN, 
@ ow (z)| < csp itis, s € (0,400), j € P,z € Kp, 
其 中 yP (z) 是 y; (z) 的 s 阶 按 点 p 型 导数 ; 


十 oo 
(ii) Y pi(z) = 1, z € Ky. 

j=0 
用 记号 
A (Kp) = [e = {yjjer C S (Kp) : p 满足 人 ~ Gii)) (4.1.1) 


表示 这 个 函数 类 . 
同样 , 可 以 定义 


Ay) = {v= hhe ST: vy WE (I ~Gi))}， — (&A2) 
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其 中 (i)! =G). 是 : MF v = {w OHS CS(Tp), 有 
(i)’ suppwi CT, 为 紧 集 , j e P; 
(ii)! © suppyo C (€ € Ip : [El < pl; 
supp}; C {£ E Tp: p< |E] < 1), JEN, 
© [Ty (z)| < ep 335, s € (0,+00), j € P, z € Kp, 
其 中 Ty) dy (z) 是 好 (z) 的 s 阶 按 点 p 型 导数 ; 
(i). Sy (0) =1, € ery. 
j=0 


对 于 定义 在 K, 上 的 函数 序列 (a; (z) CS (Kp), 定义 两 种 “ 范 数 ”: 


1 
t 


十 oo t 十 oo t 
hara = {Sell O| ) - 信 ba oo a | ，(4.1.3) 
0 j=0 >” 


+00 = : 
= (l (Swor) | , (4.1.4) 
K, | 24 
Lr(Ky) 


十 oo t 
Ë la; or} 
j=0 


其 中 0 < mt < +oo, 当 r,t = +00 Bf, 作 通 常 意义 下 的 修改 ( 取 本 性 上 确 界 ). 
同样 ,对 于 (a; (O}725 c S(Tp), 可 定义 laili, lalea 
可 以 证 明 BBg, 当 0 < mt < +oo 时 , 它们 是 “ 拟 范 数 ", 而 1 < mt < +oo 时 则 是 
范 数 . 
另 一 方面 , 在 局 部 域 K 上 , 有 非 齐 次 单位 分 解 


lesllerccr,)) = 


+o 
1 = @p0 (z) +) @p-jAjp-sa (z), z € Ky, (4.1.5) 
j=1 
这 里 ©, 是 集合 4 的 示 性 函数 , 0 Á (z) = { a a 也 有 齐 次 单位 分 解 
十 oo 
1= SO Bp-i\p-i (z), zeK;. (4.1.6) 


j==oo 


在 局 部 域 K 的 特征 群 Fr 上 有 非 齐 次 单位 分 解 


十 oo 
1= ðr (£) +) rars- (£), EET), (4.1.7) 


j=l 
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这 里 Oy 是 集合 4 的 示 性 函数 0, (€) = { L EEA 也 有 齐 次 单位 分 解 


0, € gA, 
十 oo 
1= 》 rar (£), £ er. (4.1.8) 
j=—oo 


关于 一 个 分 布 的 Littlewood-Paley 分 解 及 其 性 质 如 下 : 
定义 4.1.2 (分 布 的 Littlewood-Paley 分 解 ) W f € S* (K;) 为 局 部 域 K, 的 
检验 函数 空间 S (Kz) 上 的 分 布 , 定义 其 Littlewood-Paley 分 解 如 下 : 称 


十 oo 
t= h (4.1.9) 
j=0 


+00 
为 分 布 f = Y f; 的 Littlewood-Paley 分 解 , 若 f, 满足 : 
j=0 
(i) suppf$ c T°; 
(ii) suppff CT9\PI-1, 59 =1,2,---, 
其 中 ff,j EP = {0,1,2,...} 是 f, 的 分 布 意义 下 的 Fourier 变换 . 
每 个 分 布 都 具有 性 质 (7189; vf e S* (Kp) 有 Littlewood-Paley 分 解 
+00 
=E f 
j=0 
其 中 
{ fo (z) = f + Pp (z) = f + pola), E EET 
fi (z) = f * (ps — pH ps-1) (z) = f * pj(2), 
与 I ‘ 
[es ()]] (€) =%r (6), EEL, F=0,1,2,---. 
现在 定义 局 部 域 上 的 Triebel 的 B 型 空间 、F 型 空间 . 为 此 , 取 (0; (e) c 
A(Iz) 为 
加 (€) = Bro (£), 
Wi (€) = rara (€), JEN, 
记 为 
(0; (OVS = {Bro, Brar ha> (4.1.10) 
由 {ro, brna h 的 性 质 : 
(i) suppðro C I°, supp®yps\ps-1 C TINT5-:1 都 是 紧 集 ; 
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+00 
(ii) drol) +) Pram (8) = 1, € e Ty; 


j=1 
Git) [Tf (2)| < cap, 
830, j €N, z € K, 
知 (0, OHS = (Pro, drar FF) c A (r). 
定义 4.1.3 (B 型 空间 、F 型 空间 ) (i) 对 于 0< r < +co, 0 < t < +co, s € R, 


rm- (z)| S cap 747, 


# 
BY, (K, )={f € S* (Kp) :fax < too} 
为 局 部 域 K, 上 的 B 型 空间 ,其 中 序列 fw (©) Cc A(Ty) 由 (41.10) 给 出 , 且 
2" 2" O| uy -fS woro ol 


t 

Lr(Ky. | 
+ syt 
-{Eer{{ wor ooa) } 


当 mt= +oo Bf, 上述“ 范 数 ” 将 作 通 常 的 修正 ( 取 本 性 上 确 界 ); 早期 的 文献 中 也 称 
B 型 空间 为 Besov 型 空间 , 有 些 文献 中 还 称 其 为 Lipschitz 空间 . 
(ii) 对 于 0<r < +oo, 0 < t < +00, sERR, 称 


Fh (Kp) = {f e S° (Kp): |/llsxac) < +00} 


为 局 部 域 K, 上 的 下 型 空间 , 其 中 序列 {v (6) c A (T) 由 (4.1.10) 给 出 , B. 


Iles) = 


1 


十 oo 
P Ol ewan = iË wororo} 


= (L [s (Ws ororel} =) : 


当 r= +oo，0<t< +oo, —oo < s < +oo Bf, Fš, (Kp) 定义 为 


eax = 


L"(Kp) 


Fot (Kp) = {res (Kp): 3[0;)CA Tp), {F}CL™ (Kp), 


ss 
st f= WIN Mires< to0), 
j=0 
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WFlles a = lP f; lzen = 


£ 
+00 $ 
Ë lf or) 
j=0 
Lee (Ky) 


注 “以 上 定义 的 是 非 齐 次 B 型 与 下 型 空间 , 类 似 地 , 可 以 定义 齐 次 B 型 与 下 
型 空间 , 亦 即 , 将 所 取 的 函数 序列 改 为 


v= {bj (OH CA (p), (4.1.11) 


相应 的 “ 范 数 ”中 的 求 和 则 换 为 双向 级 数 . 读者 不 难看 出 ， 这 实际 上 是 研究 局 部 域 
K, 时 所 采用 的 分 解 方 式 不 同 ,“ 非 齐 次 ”是 将 K 分 解 为 Kp = B° U U B-i\B-i+!, 
j= 


而 “ 齐 次 ”是 将 K, 分 解 为 Ks = Ü BB- 


另 一 方面 , 在 定义 中 所 取 的 几 = (ú; (OVS) C Ap) 将 影响 所 得 到 的 范 数 的 
值 . Triebell®5) 对 于 欧 氏 空间 R” 证 明了 空间 Bs, (R"), Fs (Rn) 的 范 数 与 函数 序列 
Y= (ú; (8)}; 的 选取 无 关 , 所 得 到 的 范 数 都 是 等 价 的 ， 对 于 局 部 域 情形 , 可 以 得 到 
相同 的 定理 , 证 明 方 法 是 类 似 的 , 这 里 从 略 . 

定理 4.1.1 (1) 当 0 < r,t < +00, -oo < s < +oo 时 , 空间 Bz, (Kp) 为 拟 
Banach 空间 ; 当 1 < mt < +oo 时 , 它 是 Banach 空间 , 并 且 


S (Kp) C Br, (Kp) CS (Kp). 


(2) 4 0 < r < +0, 0 < t < +00, -oo < s < +00 时 , 空间 FY (Kp) 为 拟 
Banach 空间 ; 当 1 < r < +oo, 1 < t < +oo Bf, 它 是 Banach 空间 , 并 且 


S(K;) C Fr (Kp) CS (Ky). 


(3) 空间 Be, (Kp), Fš, (Kp) 的 “ 拟 范 数 " 5 0 = (0; (0025 c A (Tp) 的 选择 
无 关 , 即 yD = (00 HB c A C) vO = (0? OH c A Cp) 所 决定 的 拟 范 
BRIS. 

定理 4.1.2 ”空间 BY, (Kp) 与 F3 (Kp), 0 < r,t < +oo 有 如 下 包含 关系 ， 

(1) Ë 0 < to < th < +00, -oo < s < +00, 

D # 0 < r < +o, HJ BY, (Kp) C BS, (Kp); 
@ # 0 < r < +o, JIJ FS, (Kp) C FA, (Kp). 
(2) HO < to < +00, 0 < tı < +00, —oo < s < +oo, Ë e > 0, 
@ # 0 < r < +o, JJ B (Kp) C BY, (Kp); 
@ # 0 < r < +00, IW Fi (Kp) C Fà, (Kp) - 
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(3) Ë 0 < t < +oo, 0 < r < +oo, —oo < s < +00, Jl] 
© Br mintr) (Kp) C Fš, (Kp) C B? max(r,t) (Kp) 
还 有 常用 的 对 偶 空间 ( 即 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 空间 ) 的 定理 . 
定理 4.1.3 ”空间 Bs, (Kp) 与 Fa (Kp), 0 < mt < +00 的 对 偶 空间 性 质 如 下 : 
(1) 设 1 和 r< +oo,0<t< +00, —oo < s < +00, Il] 


{Br (Kp) F = Bot (Kp). 
(2) Rl < r < +00,1 < t < +00, —oo < s < +00, I| 
{Fi (Kp)}” = Fee (Kp), 
SUP r, 分 别 为 nt FER: 


r 
l<r<-+oo, 
hi r-1 


+00, O<r<l. 


(3) W 0 < r < 1,0 < t < +oo,—oo < s < +00, IJ 

{B3 (KD)) = Bos’) (k) = BE) (K). 
(4) Ë 0 <r < 1, 0 < t < +00, —oo < s < +00, W 

(ER KDY = BJE (Ky) = Bas) (Ky). 
(5) W 0 < r,t < +oo, s > o, = 人 - (: 一 1! 的 正 部 )， 则 

BE, (Kp) c LL, (Kp). 
以 上 定理 的 证 明 都 是 常规 的 , 读者 可 以 自行 证 明 , 也 可 以 参考 Triebel 的 经 
典 证 明 , 今后 将 这 些 定理 作为 基本 定理 加 以 应 用 . 


41.2 B 型 空间 与 F 型 空间 的 特例 


B 型 空间 与 F 型 空间 是 具有 高 度 概括 性 的 空间 , 许多 常用 的 空间 都 包括 在 其 
中 . 下 面 列 出 欧 氏 空间 R” 上 的 B 型 与 型 空间 的 特例 . 

Halder 空间 : #7 s > 0, M Bs... (R") = C° (R") . 

Bessel 位 势 空间 : 车 1 < r < +oo, -co < s < +00, 则 Fs (R") = H? (R”). 

Besov 空间 : # 1 < r < +co,1 < t < +oo,s > 0, W Bg, (R") = At, (R"). 

局 部 非 齐 次 Hardy 空间 : 27 0 < r < +00, 则 FR (R") =A, (R"). 
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bmo 空间 : Hr = +00, 则 F2, (R") = bmo(R"). 
id Be, (Rn), FY, (Rn) 为 齐 次 B 型 空间 与 F 型 空间 , 则 有 
局 部 齐 次 Hardy 空间 : 若 0 <r < +oo, WJ F9 (R”) = H, (Rn) . 
BMO 空间 : # r = +oo, 则 F2,(R") =BMO(R"). . 
局 部 域 K 上 的 Bessel 位 势 空间 、Riesz 分 数 阶 积分 等 内 容 将 在 n 维 局 部 域 K" 
中 展开 . 
读者 不 难看 出 , 对 于 局 部 域 K, 许多 具体 的 空间 , 如 局 部 域 K 上 的 Hardy 空 
间 、BMO 空间 等 , 都 有 待 于 数学 家 去 深入 研究 . 
4.1.3 ”局 部 域 上 的 Hilder 型 空间 
欧 氏 空间 上 的 H6lder 空间 、Lebesgue 空间 与 Sobolev 空间 在 偏 微分 方程 中 占 
有 极其 重要 的 地 位 . 对 于 局 部 域 , 定义 其 Hilder 型 空间 、Lebesgue 型 空间 与 Sobolev 
型 空间 , 它们 也 将 在 局 部 域 PDE 中 起 重要 作用 . 
+00 
(4.1.7) 式 给 出 了 局 部 域 K, AREER, = U TI 上 的 非 齐 次 单位 分 解 : 
Ja 


十 co 
1= mr (O+) ran (€), € € Tp, 
j=1 


这 里 4 (6) 是 集合 ACT, 的 示 性 函数 , (4.1.9) WWE K, 上 的 分 布 的 Littlewood- 
Palye 分 解 的 表示 式 , 由 此 出 发 , 研究 Kp 上 的 Holder 型 空间 . 
定义 4.1.4 (Hölder 型 空间 C? (Kp),0 € (—co,+oo)) ”局 部 域 K, 上 的 Holder 
型 空间 定义 为 
(i) 当 c=0 时 , C° (Kp) = C (Kp), 这 里 C (Kp) X Kp 上 的 连续 函数 空间 ; 
(ii) 当 o € (0, +oo) BY, Cr (Kp) 定义 为 满足 如 下 条 件 的 分 布 fs S* (Kp) 的 全 
体 : 
十 oo 
(a) f 具有 Littlewood-Paley 分 解 式 (4.1.9), f = 》 fj; 
j=0 


(b) f; WE lfilreg) <P, € P. 
对 于 上 述 (i), (ü) 两 种 情形 , > 


Ulam a) = sup {P7 illumcacy fs (4.1.12) 


在 范 数 (4.1.12) Z F, C° (Kp) 成 为 一 个 Banach 空间 . 

(iii) 当 o € (—oco,0) BF, 定义 Cr (Kp) = BS, (Kp), 这 里 BY. (Kp) 是 B 型 
空间 的 特例 , 即 Bz, (Kp) 24 s=0,r = t = oo 时 的 情形 . 

KF Holder 型 空间 , 有 如 下 重要 性 质 E7]: 
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定理 4.1.4 Hölder 型 空间 C? (Kp) 在 o € [0, +00) 时 具有 如 下 性 质 : 

(1) Æ f € O° (Kp), W VA € [0,0], f 的 p 型 导数 Jo) = T. f FE, B. 
fO e 07> (Kp). 

(2) # Tef € C (Kp), W VA € [0,0], f 的 p 型 导数 fO) 存在, 且 FO = 
Taf e C7- (Kp) - 

证 ”由 于 对 任意 o € [0, +00), WA S(K,) c Cr (Kp), H S (Kp) Æ C° (Kp) 
= B&。 (Kp) 中 稠密 , 因此 , 可 以 仅 对 f e S* (Kp) 为 函数 的 情形 证 明 本 定理 . 

为 证 (1), 由 假设 f e Cr (Kp), o € [0, +00), 故 设 f 的 Littlewood-Paley 分 解 
(定义 4.1.2) 为 


+00 
r=. 
j=0 
首先 , VA € [0,0], 计算 
Taf (z) = 人 人 (6 F(t) X; t- z) dtdg 


=f ono f rox aha 
T, Kp 
+00 
= 人 (0)* f° (€) x (0)dé = 人 PEN Ore Cae 
= 人 全 从 OwO f PIO xe (@) dé 
=Í. Onos 3) ie PSS Oxe Oa 
a A jr A 
= [A Ox. uct Er | Ore Oe 
$00 
= [8 Ox (oe + Soo [8 Ox 
= Wie) + Lr) -Fso 


=1 


由 此 , 有 < 
Toxf(z) = Sop fi (z), VA e [0,0]. 
j=0 


于 是 , 由 f e Ce (K), 可 估计 Toye f (z): 
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not Olego = sap {l4 Ollz=uo } < sup {2-07} < c, 
这 表明 
f) (z) = T. f (z) = > p" f; (z) 
j=0 
存在 . 
下 证 fO) (z) e C°-> (Kp), À € [0,0]. 先 证 fO (z) = Tye f (z) € C (Kp). 对 
于 he Kp, 设 


p? < lal < p b, 


HE Toe f (z + h) -Tiye f (z): 
Tos f (€ +h) -Tiye f (z) 


十 oo 
= Tor If (z +h) — f (z) 


j=0 


+00 
= 人 人 POT (arde+ > Í. ， 人 0 (Xa (E) ata 


= 

-人 人 POR dd ~ > 人 人 (0 (Oe (dt 

=f [2 [Xe (w+ h — t) — Fe (z — D] ata 

Sh (7 fy (O [Xe (E +h — t) — Xe (z — t)] ate. 

据 特 征 的 连续 性 , 对 于 任意 ç > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 |h| < ó 时 , 有 
|Re (z +h- t) — Xe (z — t)| < €. 
然而 , 由 局 部 域 的 全 不 连通 性 与 非 阿 基 米 德 范 数 的 离散 性 , 有 
jt] € {p" : k € Z}, 


因此 , 24 p-2o-1 < |h| < p90 时 , 车 |h| 充分 小 , 则 Xe (z + h — t) — Xe (z — t) 中 的 
z+h 一 t 与 z 一 t 将 属于 同一 个 B*. 据 此 ,有 
Xe(z+h-—t)-—Xk(z— t) = 0, 


故 
Teye f (z + h) — Tee f (z) = 0. 
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于 是 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 ó > 0, 使 得 当 |h| < ó 时 ,有 
[Toz f (z +h) -Toye f (z)| < £, 


此 即 
Tye f € C (Kp). 


用 类 似 上 述 的 方法 , 对 于 VA € [0,0), 可 得 到 


+o 
Tf (z) = Erh (2), 

j=0 

从 而 
el = sup {p> l; [sasa < sup {pcp} < csup {pe} ; 
于 是 
[Fest s2 

>. 

故 


Taf EC (Ka)，0< 和 < 
联合 和 = c 的 情形 , 便 得 到 
Tyyrf E O° 、(Kp)，0< 和 < 
(1) 得 证 . 
为 证 (2), 对 于 f e S* (Kp), # Toye f € C (Kp), W f BJ Littlewood-Paley 分 解 
+00 十 co 
f= f *p?@po (z)+- f * {9p (1)- 2p- (z)) =u (z)+) u; (z), 
j=l j=l 
其 中 
uo (z) = f *p°@po (z), 
u; (z) = f * {pP bps (z) — p Bp (2)}, GEN. 
由 p°® go (z) 与 pip; (z) 一 pi 16 p;-) (z) 的 Fourier 变换 的 性 质 
[ts ()] © = Brs E), jeP=1()UN, 


得 到 As 
supp ug C T9, supp uf CIII, jeN. 
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将 f 的 上 述 Littlewood-Paley 分 解 代入 Ty f (2), 0 <A < o, 


Taso = | : { 人 人 7 人- ad = f OO 


= 人 6 {wo Ese) ©) xe (6) dé 


=[ Pv (0x 146+ 3 for _ uf Oxe ae 
-hr onos f ER (0) x= (e) a£ 
=> pu; (a. 

j=0 


由 于 Tye f €C (Kp), 上 述 级 数 对 于 任意 z e K, 都 收敛 , 故 必定 至 少 有 
pu; (z) =0(1), 
从 而 
lulle) <P, JEP. 
即 对 于 0< À < ç, # fE (Kp). 
进而 , 由 此 取 A = c, 得 f e C° (Kp), 并 据 本 定理 的 性 质 (1), 得 到 


Taf € C7 (Kp), AE [0,0], 


这 便 是 (2). 定理 得 证 . 

Halder 型 空间 表述 了 局 部 域 上 定义 的 函数 的 p 型 光滑 性 , 因此 它 具 有 刻画 光 
滑 性 空间 的 性 质 : 光滑 性 高 的 空间 包含 在 光滑 性 低 的 空间 中 . 

定理 4.1.5 240 < ol < oz 时 , Holder 型 空间 C” (Kp) 有 包含 关系 


C (Ky) CC® (Kp), 


表明 了 “p 型 可 导 性 高 ”的 空间 包含 在 “p 型 可 导 性 低 ” 的 空间 中 . 

这 个 定理 的 证 明 是 显然 的 . 

定理 4.1.4 与 定理 4.1.5 的 结果 表明 , 从 p 型 光滑 性 的 观点 来 看 , 用 拟 微分 算 子 
来 刻画 局 部 域 上 定义 的 函数 的 “光滑 性 ”是 恰当 的 . 联合 函数 构造 论 的 正 、 逆 逼近 
定理 , 函数 导数 的 Fourier 变换 公式 , 以 及 群 的 固有 方程 、 固 有 函数 、 固 有 值 的 本 质 
性 质 , 更 可 看 出 Hölder 型 空间 Ce (Kp) 的 作用 5567. 
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回 到 Holder 型 空间 的 定义 4.1.4, 注意 到 , 对 于 o € [0,+00), 用 Littlewood- 
Paley 分 解 方式 定义 Holder 型 空间 , 在 o € (—co,0) 时 , 直接 用 定义 


C” (Kp) = BS (Kp) - 


下 面 的 定理 4.1.6 指出 , 34 c € [0, +oo) 时 , 也 有 C° (Kp) = BS, (Kp), 因此 , 局 部 
域 上 的 Hilder 型 空间 对 于 o € R 的 定义 是 确切 的 (well-defined). 
定理 4.1.6 ”对 于 Holder 型 空间 C7 (Kp), o € R, 有 


a = s E R > C° (Kp) = Bho (Kp) - 


证 ”只 需 证 明 s > 0 时 定理 成 立 , 对 于 s < 0, 由 定义 可 得 . 
取 
Wo (£) = Pro (€), Wy (E) = Prsyrs-1 (E), FEN, 


有 (0; (€) CAT). BCS f e BX (Kp), s > 0 Bf, 
BL. (Kp) = {f € S' (Kp) :flla cx) < +20} 
其 中 


Ifars = [PP st Of aue = UP {sup lp w OOY) i} : 
另 一 方面 , MF f e Cs (K,), s > 0, # 
llosa = sup ÈP” Willan } < +0: 


不 难看 出 
PY [bs O FO (z) =P" f, (z) . 


[lag acme) = up {sup le l OF OE (l) 


= sup {sup |p: fj wl} =p (>: \Lsllascc,)} 
= flle:(rk,); 
从 而 , 对 于 s > 0, 两 个 范 数 相等 , 于 是 
f e C" (Kp) @ f € Bo, (Kp) - 


定理 得 证 . 
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4.1.4 ”局 部 域 上 的 Lebesgue 型 空间 、Sobolev 型 空间 
1. Lebesgue 型 空间 
Lebesgue 型 空间 Ls (Kp), s € (—00, +00), 1 < r < +co, 定义 为 


L; (Kp) = fs ES (Kp): Masta) = OO Oray < +o}. 


2. Sobolev 型 空间 
Sobolev 型 空间 Ws (Kp), s € [0, +00), 定义 为 


Ws (Kp) = Í: ES (Kp) = Mw. = OF" Ol sags < +=) i 


它 是 一 个 特殊 的 Lebesgue 空间 Lš (Kp), s € [0, +00). 
为 讨论 局 部 域 上 的 函数 空间 , 下 面 研究 拟 微分 算 子 Ta 的 有 界 性 . 
定理 4.1.7 m c€ R, > 1,ó > 0, EË m + 3(1 — p) < 0. 3 


Tra = f í Í. OA 


是 以 ce S (Kp) 为 象征 类 的 拟 微分 算 子 . 则 
(1) 对 于 a >m, AF 


T, : C° (Kp) > C2-™ (Ky) 


是 有 界 的 , 且 有 估计 


[|Totlloa-m(K,) S €llullcacxc,) i 
(2) 对 于 s> m, WF 
To : W° (Kp) > Wo-™ (Kp) 
是 有 界 的 , 且 有 估计 
Nu mes) < clullwege,) 
(8) 对 于 这 两 个 空间 , 当 a > 3 N, 有 


W° (Kp) c C°-š (Kp). 
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证 (1) uE Tç; : C“ (K,) > C°-m (Kp) 5 ||Toulloa-me,) < €llulloacx,): 
Wu € C° (Kp) 的 LP 分 解 


十 oo 
u(x) =u*p?@po (z) + Yus {pdp (z) — pi 1p-: (2)} 
j=1 
十 co ° 
= uo (z) +u; (z), 
j=1 


其 中 


uo (z) = f *p?$po (z), 
uj (z) = f * {9n (z) - p9p- (z)), FEN, 


并 由 象征 o (z,€) € S% (Kp) 的 分 解 定理 (定理 3.2.2): 对 于 m < 0, p > 1 或 
m < 0,p > 1, EË m + 3(1 — p) <0, 级 数 


o (z, €) = Lowes 
绝对 一 致 收敛 , 其 中 
[ 2@.0% OR =o, 


wad (4.1.13) 
人 vemanr xn (Ode, 5>0 


5 In| =p’ lel, 以 及 
® v ， j= 0, 
il ro (E) Xue) (£) j iii 
Sra\rs-: (€)Xe0) (8) = Proyr-1(9) xv) (8), j> 0 


5 l0] = p š |ë]. {v (k)} £25 是 紧 群 Ko C K, 在 K, 的 陪 集 完全 集 , B 
ft — How hio 
这 里 特征 集 (xu ha 是 紧 群 Ko = D 的 完整 直 交 集 , H 


[wong (z)| < p+- |o (KI, (4.1.15) 
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则 (4.1.13)~(4.1.15)、Ce (Kp) 的 定义 , 以 及 supp wri N supp u =, jZ1 FE 


+00 
Toula) =f od Ox (6) a6 = Í| ¿Ge uf Oxe (ae 


{=0 


+00 +00 
=D Í E Aw Ou Ox Ode 


1=0 “T? kj=0 

+00 +00 +00 +00 
= > [ os @ vs Ou Ox Odes Y l. 

1=0 k,j=0 "TP 1=0 k=0 


十 co 
另 一 方面 , 由 Tou(z) = Y Tou (2), 得 
l=0 


+00 +00 
|7our (z)| = Žal- x f wri (z) xi (€) uf (€) x= oa 

k=0 k=0 "T? 
+00 

= Í ous) wn OET eI uf O Brar Ex (©) a 
k=0 "T> 
十 oo 

< |> r" lwa (2) f 上 auf (€) xo (8) x= (E) a 
k=0 Tp 


+00 
<p! Y lwa (Dl lulico) 
k=0 


+00 
< cp Kom) Dp |ju (k)| hal oodr,), 
k=0 
其 中 |0| = p il. 据 假 设 , a — m > 0, p > 1, 得 到 


[Tou (z)| < pe ™) |Jullcacac,) « 
继而 , 有 


十 oo +00 
Cou (Y= ma = fw En) nx Oan 
k=0 k=0" Tp 


+o 
= EJ. wh (n) uf (€ — n) Err (€ — n) Xot) (6) dn, 


k=0 
其 中 0| = p”! |£ — nl. 
FAA supp(Ie)” (€) c T', 据 文献 [77] 中 的 附注 1 得 到 


Tou € C™-™ (Ky) 


同 给 出 
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与 
||Totll ca-m(K,) < cllullcecacy < 


从 而 (1) 得 证 . 
(2) 证 T, : W° (Kp) > W°-™ (Kp) 5 ||Toullws-mcx,) < ellullwecK,). 估计 


2 和 
=) 


3 
Toul cacy) = { jk [Tou ee) 


ata) 
“Eff, 


十 oo 


< Dour) lull zac, 
=0 


J wh (z) ®pryre-a (E) xuta) (0) uf (€) x= (€) dé 


2 2 
a) 


wula) Í uË Ox Oxs 


is 
< Y cyp ®t 0-0 jo (&)|7 lull zage) 
k=0 


< ep H0- mop!s llulla, <cp 


由 文献 [77] 中 的 定理 2 得 到 


tem) lulla, 


Tou € W*-™ (K,) 


5 
IITçul|w--= c) <c lullwe (z) 
此 即 (2). 
(3) 证 We (Kp) c C°-š (Kp). W u € W° (Kp), 其 LP 分 解 为 
+00 
u= Yu, 
j=0 
这 里 


(uj) (E) = w (u^ (E), jeP, 


[iO i=0, 
hd ea j>0, 


To j=0 
suppuî (€) C on i 
ppu? (£) PAP, j>0, 
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以 及 
+00 
luliacrk,) S c;p še, Ë er] < +oo. 
i=0 
注意 到 , 在 局 部 域 K, E, 
(=), JEP, 
Kl =p? = pi” nl, 于 是 得 到 
u; (z) =p (da) *u; (z) = Ë" 人 (0) (u)u;(z—z)dz, [yl =p t|]. 
再 由 
ND) = (Ca 
得 到 
llu; ||==) <p llu; aa) I)" zacr,) op (it) È pe llul|w= cacy) 
<c: (=e) llullwac,)> jeP, 


He>0, 这 蕴含 
u e C%} (Kp) 
与 
Well oe e) < ellullwaa) + 


此 即 (3). 定理 得 证 . 
定理 4.1.8 Roe S (Kp), B m+3(1 — p) < 0 55 m < 0, MJ f e Lr (K,) 
WE Tof e Lr (K,),1 < r < +co, 且 成 立 


IT, fx) elfler,» 1Sr < +00. 
证 “推导 如 下 ; 取 fe Zr (Kp), W 
Tof (a)= | o8) | FO xele- bae 


+00 +00 
= > > ou (x) vj (E) Xo) (PE) j f (t) xe (z — t) dtd 


Tp j=0 k=0 


十 oo +00 
-E5 wo f (Ox (2) 人 Te) xe z — D) tag 


j=0 k=0 
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+00 +00 I 
-9 人 fe 人 2 (P'E) xe © eat 


m 
= Sus 四 人 fe 人 (Oxo (O aa 
+00 +00 

= wkj (z)gk; (z), 
j=0 k=0 


其 中 
gu (z) = f*hu (z), hui (2) = 人 Wi (E) Xprutota (E) 36. 


于 是 , 有 
£ +oo+oo 
| 六 rere. <> | 人 los (z) gu (2) ae) 


j=0 k=0 


i% 
= |jwoogoollz (xp) + > llwrogroll pcx) 
+00 +00 
+) lorigrillee + > ° wrigrill Lr(k;,) 
j=l k=0 
<c {ir * hool|Lr(K,) + > |v (k)| 2 IF < hol cacy) 
k=l 
+00 +00 ` 
+Y pm IF holes) 


j=1 k=0 


十 oo +00 I 
+ > > w (k)|7? p+- Ilf * hk; lr) 


j=1 k=2 


is 
<ellfllancx,) an + > lv (k)? 


十 co +00 a: 
) | yop pa > x lv (k)|7 pi(m+3(1-p) 
j=1 k=0 1 k=2 

<C|lfllorcx,)- 


定理 得 证 . 
定理 4.1.9 Boe Sm(K,), B m+([|s] +1)ó +3(1 — p) < 0 58 m < 0, W 
f € Bs, (Kp) M& T, f e BY, (K,),1 < r,t < +00, 且 成 立 


IT; fllə;, cr,) S ellfllas.c,)> 1<r,t < too. 
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特别 地 , 当 p = 1,5 = 0,m < 0 5 s > 0 Bf, f € Bs, (Kp) #8 Tof € Bs, (Kp), 
1 <r,t < +co, H 
ITofllps, (rs) S Elfa) 1 < tt < +00. 
TE ” 仅 叙 述 证 明 要 点 : 估计 


+00 +00 


=J) or (z)gv; (z 


j=0 k=0 


的 Be, (Kp) 范 数 , 其 中 


gu () = fj (a), hs (2) = bx Od. 


有 
IIT; f (2) Bs (p) 
1 
= Uh ef C- y) — Tof Ollie) wean} 
+00 +00 I | 
f JSS bs | wr dy 
x, |: Lr(K;) 
十 oo +00 U 
< th. llaki (+ — g) gk (+= y) — wri C) gr Oltre) IT a) I 
j=0 k=0 
设 


1 
=/ besos 6-0) Oo Oro ah ， jk eP, 


对 x; 作 细致 的 估计 , 便 可 得 到 定理 的 结论 3, 


思 考题 


1. 建立 局 部 域 K, 上 的 齐 次 B 型 空间 与 齐 次 F 型 空间 的 相应 理论 . 

2. 思考 如 何 建立 乘 群 K; 上 的 函数 空间 理论 . 

3. 试 证 定理 4.1.1~4.1.3. 

4. 研究 局 部 域 K, 上 B 型 空间 的 特例 与 F 型 空间 的 特例 , 引进 相应 于 有 "情形 的 特例 ， 
研究 这 些 新 空间 的 性 质 , 并 与 R" 情形 相 比较 (注意 , 其 中 很 多 是 开 问 题 ). 

5. 局 部 域 K, 上 的 Holder 空间 能 在 K; 上 的 推广 吗 ? 要 进行 哪些 准备 ? 
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Holder 空间 与 Lipschitz 类 在 数学 的 各 个 领域 中 屡见不鲜 , 其 作用 也 是 众 所 周 
知 的 . 科学 家 们 熟悉 这 类 空间 中 函数 的 性 质 , 而 且 付 诸 应 用 . 应 用 的 广泛 性 在 所 有 
科技 领域 中 也 是 首届 一 指 的 . 那么 , 对 于 局 部 域 上 定义 的 函数 (或 分 布 ), 是 否 也 有 
这 样 的 函数 类 , 它们 的 性 质 又 如 何 呢 ? 本 节 专 门 研究 这 个 问题 . 


4.2.1 局 部 域 上 的 Lip 类 

设 f: Kp 一 C 为 K, 上 Haar 可 测 的 复 值 函 数 . 

定义 4.2.1 (Lip 类 ) 2 C (K,) AMAR Kp 上 的 连续 函数 空间 , 对 于 a > 0, 
称 

Lip (a, Kp) = í: EC (Kp) : IIF C +h) — f Olle) = O (h°), h € Ky} 

为 局 部 域 K, 上 空间 C(K,) 中 的 Lipschitz 类 , 简称 Lip 类 ( 易 见 , 这 是 在 定义 3.4.4 
的 式 (3.4.25) 中 取 X(K,) = C(K,) 得 到 的 ). 

首先 给 出 局 部 域 K, 上 函数 空间 与 Lip 类 的 关系 . 

定理 4.2.1 ”对 于 局 部 域 K,, 有 

Lip (a, Kp) = C° (Kp), o € (0, +00). 


证 3 f e Lip(a,K,). H Lip (e, Kp) C C (Kp) C S* (Kp), 利用 Kp 的 特征 
# rp 上 的 单位 分 解 (4.1.7)， 


+00 
1= ðr (£) +) rars- (€), EET, 
j=l 


得 到 
十 oo +00 
PO=PO&O+ LV r Oran O=6O+ LH Os 
j=l j= 
其 中 
RO= (0 or (0) = 9". sk] ©), 
POr Or O= [A Bs)] O, FEN 
由 此 得 


ha) =fr% (a) = Í Fe- Dek at, 
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fi(z) = f * fars- (2) 
= f f(z — t)®%, (that — / f(z -Bs (tdt, FEN. 
Kp K, 


$J (z) = p" po (z), 
OF; (z) — Ops (z) = POs: (z) — pi Bps-: (2), GEN, 


hao= 人 PF (ebm (1 at 
= 人 yc- 加 sm (P) av, 
a= f P(e Hom 人 PSE- Dbam (dt 
= 人 Pe Pion PNA) 
-人 PIE PETAB), FEN, 
其 中 |8| =p-!. 于 是 , 由 


f € Lip (œ, Kp) = lAn fllo) = O (Ih|), 


并 令 
h = (z — By) — (z — Py) = By - By, 

可 得 范 数 估计 

lalea < | [ 6-0) xe ola < 

Ille) < |, f(z— By)? eo (P y)dy 

- Í 1e- #7 ytsta | 
Kp L=(Kp) 
<p, jeN, 

因此 


Illa) = sup [9° 1;lb=oco) < +005 
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从 而 
Lip (a, Kp) C C° (Kp), a € (0, +00). 


反之 , 设 f e C=e(K,), 则 由 K, 上 的 单位 分 解 定理 , 得 
f(z) = (a) +E fi (z) = f x BY (z) + DF < Bp (a). 
j=l j=l 


不 失 一 般 性 , W h e Kp, E |h| < 1, 则 存在 正 整数 jo, 使 


prig lh] < p”. 


于 是 i 
f(z+h) -f(r)= | (z+h)- f(z)|= D+). 
j=0 jSj j>jo 
首先 估计 D: 
j>jo 
D If; (z +h) — f; (2) 
了 > 加 
<E | feth- -4 e- Dek dt 
j>jo "K? 
<d x= f If (@+h-t)- f (z — D] ®ps-s\ps(t)at 
j>jo "Ko 
< Depip rp < e Sp <p Ort < lhl, 
j>jo j>jo 
得 到 
DY li (z + h) — f; (z2)| < c|h|° 
j>jo 
其 次 ,对 于 》 ,有 


jgjo 
fi (z +h) — fi (z) = f * Br (z + h) — f * Bs\rs-: (2) 
= [£0 Í seves © Cesa- (E) — xa- (0) aga 
Kp r, 
=f 10 {xasne (€) — xe- (€)} déat. 
Kp TiNT3-1 
为 计算 xasne (E) — xee (E), BEEP, j> 0 h € K, 的 表示 如 下 : 


€=€ PB Ejn +--+, j>0, 
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h=hj BË 十 ljoH1B +++, 
并 且 令 
c—t=y B+ yi Bit +, kez. 


当 和 加 充分 大 时 ( 即 p20"? < |h| < pF, 当 |h| 充分 小 时 ), 由 于 Xert (6) -Xat (6) 
中 的 xz- 一 t+ 与 z 一 将 属于 同一 个 Bk，kEZ, 故 


z- t= yb" +y pt + E BÉ, kez, 
z= t+ h= ykp" + yer Bet? +... + Yio- 
+ (yjo + hjo) B? + (Yjo+1 + hjo+1) Biot!l +... € BF, 


于 是 , 在 jo 充分 大 时 , 有 Xz+h-: (€) — xa- (€) = 0. 从 而 


E [fi (z + h) — f; (z)] 


j<jo 
X 六 10 人 rar (©) Perse (©) = (Odeat| < el. 
最 后 , 联合 对 于 D 与 X 的 估计 , 得 


j>jo jgjo 
If (z +h) — f (z)| < Y Ih (z + h) — fi (z) 
j=0 
= lf; (z+h)— fi (z)| + 3 |fi(z +h) — f(z)| < clh. 


iSi iho 
这 就 证 明了 Lip (a, Kp) 2 Ce (Kp), a € (0, +00). 
于 是 , 在 局 部 域 情 形 , 有 


Lip (a, Kp) = C“ (Kp), a € (0,+00). 


定理 得 证 . 
定理 4.2.2 ”对 于 局 部 域 Kp, 当 a > B, a, 6 € (0,+co) 时 ,有 


Lip (a, Kp) C Lip (8, Kp). 


证 由 Ce(Kp) 的 性 质 (定理 4.1.5) 得 到 . 
为 得 到 Lip 类 进一步 的 性 质 , 下 面 证 明 一 个 命题 . 
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i 1 
命题 BO <r-< +o, 0<t< $00, s>0 = (2-1) , 则 
十 


Br, (Kp) C Lioc (Kp) - 
这 表明 , 局 部 域 K, 上 的 B 型 空间 Bs, (Kp) 在 所 述 条 件 下 , 其 中 的 元 是 局 部 可 积 


函数 . i 
证 (1) 首先 设 1<rs oo, MIER o, = (7-1) =0, 所 以 s>0= or. 
十 


对 于 f € Bs,(Kp) C S*(K,), 其 L-P 分 解 f = S eg, 在 S*(K,) 意义 下 
j=0 
收敛 ,其 中 wo(z) = p@po(z), ;(x) = (Pe 一 PB ps-a)(a)J = 1,2,… . 于是， 
考虑 
(a) 3# 1 < t < co, 则 由 Minkowski 不 等 式 与 Hilder 不 等 式 , 得 


ar < p epi" |f pili) 
j=0 


L"(Kp) aao 
co ye 7 A” 
< (z) í (p If * Pillar) ) 
j=0 j=0 


< clfllgs,(xk,) < +o: 


(b) 车 0<t<1, 由 序列 空间 的 包含 关系 k Ch, 得 


的 š: 
Df*y; < Df * pillte) S Dp Nf * villee) 
j=0 0 


j=0 j= 


Lr(Ky) 


1/t 
网 
< 人 (P If * villtra) ) < Iflos) < +0: 


j=0 
故 对 于 0 < t < co, 有 
f € Bš, (Kp) > f € L (Kp) C Lioc (K,). 
1 1 1 二 二- 
(2) B0<r< MER = (1-1) = 5-1, Fie >o = + 1, BA 
s 上 +1 > 0. FR, 由 B 型 空间 的 一 个 包含 关系 四: 35 0 < ro S ni < co 0 < 


1 $ 
t < oo, —oo < sı so < œ, H so- — = a — —, lJ 
To Ti 


Bree (Kp) C Brie (Kp) > 
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立即 得 到 ; 
Bs, (Kp) C Bi; **" (Kp). 
THE (0, # Bl * (Kp) CL (Kp), 因而 
Bi, (Kp) c L’ (Kp). 
命题 得 证 . 


定理 4.2.3 š a > 0, W Lip(a, Kp) C LL, (Kp). 
证 定理 4.1.6 已 证 明了 Ce (Ka) = B& (Kp), a ER, 于 是 ,对 于 a > 0, 有 


Lip (a, Kp) = C° (Kp) = Bow (Kp) C Lk, (Kp) s 


从 而 得 到 本 定理 的 结论 . 
4.2.2 ” 欧 氏 空间 上 的 函数 空间 链 
本 小 节 回顾 欧 氏 空间 上 的 函数 空间 链 , 下 一 小 节 则 研究 局 部 域 上 的 相应 问题 ， 


这 两 节 的 主要 参考 文献 为 [55], [57], [89], [102]. 
经 典 函数 构造 论 中 的 一 个 有 趣 例子 : 


+00 
f(z)= D2 cos 2kx 
k=1 


的 最 佳 逼近 为 
En (Cons f) = inf Nf —pllo,, = O (n°), 
而 其 二 阶 连续 模 却 为 i 
h— 
w (Cans f,6) > O28. 
大 约 在 20 世纪 50 年 代 , 前 苏联 数学 家 C. B. Creuxwr 断言 , 人 们 在 刻画 函数 光滑 
性 质 时 , 不 仅 需 要 二 阶 连续 模 , 而 且 还 需要 三 阶 、 四 阶 …… 
为 了 更 好 地 介绍 局 部 域 上 刻画 函数 光滑 性 的 工具 , 回顾 欧 氏 空间 R 情形 , 并 
以 及 = Ri 为 例 . 
1. m 阶 连续 模 与 m 阶 Lip 函数 类 
BOR = Cm (|0,2x]) WR EA m 次 连续 可 导 的 2r 周期 函数 空间 , m e N. 
定义 4.2.2 (m 阶 差分 ) 对 于 fe Czx, me N, 其 1 阶 ,2 阶 .….、m 阶 差分 
分 别 定义 为 


Aif (2) = Arf (2) = f (z+h)— f (z), 


42 局 部 域 K, 上 的 Lipschitz 类 .137 . 


Aif(z)= An (Anf) (z) = An (f (z +h) — f(z)) 
=f(z+2h)-2f(z+h)+ f (z), 


APf(z) = Mn (AR) f (z). 
定义 4.2.3 (m 阶 连续 模 ) ”对 于 fe C, m € N, m 阶 连 续 模 定义 为 
Wm (Cox, f,6) = sup ||AP f (Iles, ` 
Jhs 


2 阶 连续 模 o; (Can 1,5) = wr (Cans f,8) = sup NARS Ollos, 也 党 称 为 光滑 模 . 
m PESARA in FAIR: 


定理 4.2.4 W wm (Con, f,6) 是 f e Con 的 m 阶 连续 模 , WJ 
(1) wm (Con, f, 6) 是 5(5 > 0) 的 单调 增加 函数 ， 
1 S 62 = wm (Cans f, 81) S Wm (Cons f, 52) 5 
(2) wm (Cans f,5) He m (m € N) 的 “递减 "函数 
j < m > wm (Con, f, 8) < 2" Fw}; (Con, f, ô); 
(3) wm (Con, f,6) 关于 5(5 > 0) 具有 “伸缩 ”性质 
À > 0 = wm (Con, f, A8) < (1 + A)” wm (Cans f,6); 


(4) wm (Con, f,6) 关于 ó (6 > 0) 具有 “尺度 ”性 质 


a <a GL) ç Tin (Qa ha). 
进而 , 当 6 — 0 时 , 有 
ig Pn Cm hd) >0, Vf = const, 
以 及 


sim om (Cox, f, 6) = 0(6") = f = const. 


定义 4.2.4 (m Bt Lip 类 ) 对 于 0< e < m, m € N, mp Lip 类 定义 为 
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Lipm(o Cox) = Í f € Cox : wm (Caz, f,6) = O (6%) ,6 + 0+}, 


称 为 m 阶 Lipschitz a 类 , 简称 为 m 阶 Lip 28, 并 简 记 为 Lipma. 
利用 连续 模 的 性 质 , 不 难 证 明 下 述 定理 : 
定理 4.2.5 W Lipna Æ m Mt Lip 类 ,0< e < m, m e€ N, W 
(1) 关于 m, Lip 类 Lipo, m € N, 具有 下 述 包 含 关系 : 


0 <a < m > Lipna = Lip,,410, 


a=m> LiPmm Ç Lips imi 
(2) 关于 a, Lip 类 Lip,,a, 0 < o < m, 具有 下 述 包含 关系 : 
B<a> Lip C Lipp; 


(3) Lip 函数 f € Lipma, 0 < a < m, 具有 下 述 估计 : 对 于 m e N, 存在 常数 
M,,, 使 得 对 每 个 5 > 0, 有 


f € Lipna > wm (Cox, f, 6) < Mmd*. 


2. Cm 5 Cm-1, m € N, 之 间 的 链 
首先 注意 到 , 在 欧 氏 空间 的 情形 , AAR: 


Í 0<a<m: Lipna = Lip,,,10, (4.2.1) 
a=m: Lipmm C Lipm+1m, 
C! = c, 与 C = Oy, 之 间 的 一 个 “ 链 ”: 
C! c Lip1 C Lipa C Lipp C C, 
a ipê # 
t 
1>a>8>0. (4.2.2) 
以 及 它 的 延伸 
c™ GHipmm S Lipmyim s Lipmyi® = Lipm+16 s CA 
1 1 (4.2.3) 
a=m m>a>ß>0 


上 述 关系 对 于 Cr = Cr (R), r e N 也 成 立 . 
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进而 , 对 于 m eN, 成 立 逼 近 论 的 正定 理 (Jackson 定理 )、 WEM (Bernstein 定 
理 ) 与 等 价 性 定理 : 


O0<a<m: f € Lipma @ E,(Cx, f) = O(n-°), 
a =m: f €Lip,,m = En(C2r,f) = O(n-™), 
f € Lip, im + E,,(Cəx, f) = O(n””). (4.2.4) 
车 用 Lip*a = Lip” (e, R) 表示 二 阶 Lip 类 , 可 更 详细 地 比较 C: 与 C 之 间 的 情形 : 
g 5 Lipi 5 Lip*1 5 Lip*a= LipaG Lip B= Lip*s 5 Cc 
(4.2.5) 


不 等 \ 相等 相等 
1>a>0 l>a>f8>0 


注意 到 这 里 有 一 个 “缺口 ”: 在 Lipa 与 Lip*a 之 间 , 当 0 <o < 1 时 二 者 相等 ， 
而 a = 1 时 却 不 等 , 即 


0 <o <1 > Lipa = Lip*a, 
e= 1 > Lipl SLip"1. (A.2.6) 
上 式 中 的 第 二 个 关系 式 有 反例 : 


f (z) = sinln |sinz|, 


说 明 不 能 得 到 反 向 的 包含 关系 . 
这 个 “缺口 ”也 反映 在 逼近 的 等 价 性 定理 上 : 
0<a<1:f € Lipa @ E,,(Cəx, f) = O(n-*), 
(4.2.7) 
a= 1: f € Lipl > En(Cor, f) = O(n-!) 
5 
O0<a<1:f €Lip"a @ E, (Css, f) = O(n), (A.2.8) 


这 里 Bn (Con, f) 是 函数 f e Con 的 n PHBE AE. 

用 一 阶 差分 定义 的 Lipa 类 与 用 二 阶 差分 定义 的 Lip*a 类 之 间 产 生 的 “缺口 ”， 
也 反映 在 Holder 空间 Ce = C=(R), a € (0, +00) NN 与 Zygmund 空间 C? = C8(R)， 
ae (0, +00) NN 之 间 , BD 
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0<a<1:C%+ Lipa = Lipra + CS, 


=1: Lipl C Lip*1 
Q Ap s 1p 
没有 | ls Zygmund 空 间 (4.2.9) 
1<a<2: C°, Lip*a — C$ 
su 


这 里 
Ct = (f € Con: |f(z +h) — 2f(z) + f(z — h)| = O (Ih|)) 


是 Zygmund 类 , 由 Zygmund 定义 , 也 就 是 Lip'1. 
还 有 一 点 要 指出 , 在 R 情形 , 当 a > 1 时 , f e Lip (e, R) W8 f = WH, 
|f (z + h) — f (z)| = o (h) = f = const. (4.2.10) 


4.2.3 ”局 部 域 Kp 的 情形 

现在 给 出 局 部 域 上 的 函数 空间 的 关系 . 

设 K, 为 局 部 域 , D = B° c Kp 为 K, 的 紧 子 群 , Lip (a, D) 为 D 上 的 Lipschitz 
类 , Ep» (C (D), f) 为 D 上 的 p" WREE. 

定理 4.2.6 ”对 于 a > 0,r e P, 有 等 价 关系 : 

ft) e Lip (a, D)  Epn (C(D), f) =O (ey) ， 一 +oo， (42.11) 


对 于 局 部 域 Kp, 也 有 
定理 4.2.7 ”对 于 a > 0,r € P, 成 立 等 价 关系 : 


f) e Lip (a, Kp) & B," (C(Kp), f) =O (0) 2), n> +e (4.2.12) 


由 此 可 以 断言 : 对 于 局 部 域 Ky, 为 刻画 函数 的 连续 性 与 光滑 性 , 函数 的 一 阶 连 
续 模 与 一 阶 Lip 类 已 经 足够 了 , 并 不 需要 高 阶 连 续 模 与 高 阶 Lip 28. 
再 与 刻画 p 型 光滑 性 的 Holder 型 空间 Ce (Kp) 相 联系 , 更 可 看 出 上 述 断 言 的 
正确 ,“ 缺 口 ”在 函数 空间 链 的 关系 中 也 消失 了 . 
Ce(K,) C Ce(Kp)，0<B<a<+oo 
1 T (4.2.13) 
Lip(a, Ky) C Lip(6,K,), 0<B<a<+oo 


下 面 的 例 4.2.1 说 明 , (4.2.10) 在 局 部 域 中 不 成 立 . 
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例 4.2.1 W p= 2, z € D = [0,1],z = 0.zizəzs--- ,zj € {0,1},j € N, 定义 
函数 f : D = [0,1] 一 R( 参 看 图 4.2.1) 


0, 0 =s; 


= a 
raz 3-4, 0.0001 < z < 0.001, (42.14) 
3-3, 0.001 < z < 0.01, 
3-2, 0.1 < z 和 0.1， 


3-71, O1<2<1. 


图 4.2.1 


取 h=0.0.…01= 去 ,k=1,2,…, 则 当 z=0 时 ,有 


If @h) — f (0)| = |37 — 0] = 37 = (27+)? = o (less). 


对 于 ze (0,1), z = 0.zizəza °: , z; € {0,1}, j €N 5 h=0.0-..01= 5, f 
k-1 


If (© © h) — f (z)| = |f (O21 --- Th 1 (zk + 1)zaa1 +) — f (0.21 zk-izkzkhH1 ` 9) 
= 0 (oa). 
这 表明 f (z) 并 非常 数 , H f e Lip (log, 3, D). 
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4.2.4 ” 欧 氏 空间 分 析 与 局 部 域 分 析 比 较 


比较 欧 氏 空间 分 析 与 局 部 域 分 析 的 特点 ， 更 有 利 对 局 部 域 分 析 的 研究 与 
应 用 . 

式 (4.2.1)~(4.2.10) 刻画 了 欧 氏 空间 R! = R 上 的 函数 构造 特点 ，(4.2.11)~ 
(4.1.13) 则 刻画 局 部 域 K, 上 的 特点 . 

欧 氏 空间 分 析 与 局 部 域 分 析 有 这 样 角 然 不 同 的 性 质 . 究 其 原因 , 是 由 于 : 

(1) R 与 K 的 运算 结构 不 同 . 前 者 是 通常 欧 氏 空间 R 中 的 加 法 + 与 乘法 x 运 
算 , 后 者 是 局 部 域 K 中 按 位 加 法 @ 与 乘法 @ 运算 (又 分 为 “不 进位 ”与 “ 自 左 至 
右 进位 ”两 种 ), 因此 实数 域 (R,+, x) 与 局 部 域 (K, ©, @), 有 全 然 不 同 的 代数 运算 
结构 . 

注 在 1.2.2 节 中 曾 约定 , 局 部 域 的 加 法 © 与 乘法 ©. 在 不 发 生 混淆 时 , 就 用 + 
与 x, 局 部 域 记 为 (K, +, x,|-|). 然而 , 在 对 以 与 K 作 比较 时 , 仍然 用 (K, ©, ®,|-|), 
以 示 区 别 . 

(2) R 与 K 的 拓扑 结构 不 同 . 前 者 是 通常 欧 氏 空间 R 的 拓扑 +, 后 者 是 由 非 阿 
基 米 德 赋值 |z| 所 确定 的 局 部 域 K 的 拓扑 | .|, 虽然 二 者 都 是 局 部 紧 拓 扑 域 , 但 R 
是 连通 的 , 而 K 是 全 不 连通 的 , 因此 局 部 紧 拓扑 域 (R,+, x,7) 与 (K,@,®@,| |) 有 
全 然 不 同 的 拓扑 结构 ; 

(3) R 与 K 的 特征 群 Ta 与 Tk 的 结构 不 同 . 由 特征 群 的 对 偶 定理 , 对 于 R, 有 


Tr oR (Tu + 2); 
对 于 Kp, 有 
Tx, ° Kp (Tp © (0) UN. 


因此 , Ta 与 Tk, 也 分 别 是 连通 的 与 全 不 连通 的 (在 表 4.2.1 中 , 取 局 部 域 K 的 特 
征 数 为 @ 是 K 中 定义 的 计算 特征 函数 的 运算 , 见 2.2 节 ). 


表 4.2.1 
底 空间 群 特征 群 (特征 函数 ) 特征 值 
IESS R 紧 群 ze [-1,1] TI-ua = {exp2xikz : k € Z} À = ik 
局 部 紧 群 >e R Tg = {exp 2riyz : y € R} A=iy 
RR ore D Tp = {op Se ke (UN) A=k 
局 部 域 Kp p 


局 部 紧 群 = c Kp re = {exp 28892. e Ko} a=) 
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特征 群 中 的 元 , 即 特征 函数 (也 称 为 固有 函数 ) 亦 全 然 不 同 , 分 别 是 exp 2riyz 
55 exp mee 特别 注意 到 , 特征 函数 分 别 是 R K, 上 Fourier 变换 的 核 


从 而 , 特征 函数 所 满足 的 方程 特征 方程 (也 称 固 有 方程 ) 亦 全 然 不 同 , 它 
MAMA y = M 5 y® = Ay, 这 里 y 与 yO PHAR 上 的 经 典 导数 与 Kp 上 的 
p 型 导数 , 分 别 表示 “了 中 的 一 点 受 其 附近 点 的 影响 所 发 生 的 局 部 变化 率 ” 与 “Kp 
中 的 一 点 受 K, 中 所 有 点 的 影响 所 发 生 的 整体 变化 率 ”. 

使 得 特征 方程 有 非 零 解 的 值 称 为 特征 值 (或 称 固有 值 ), 就 是 上 表 中 的 A, 特征 
方程 的 解 就 是 特征 函数 . 

(4) R 5 K 上 的 最 佳 逼近 等 价 性 定理 全 然 不 同 . 事实 上 , 从 Fourier 分 析 与 函 
数 逼 近 论 的 观点 来 看 , 最 佳 逼 近 等 价 性 定理 反映 了 定义 在 R K 上 的 函数 的 结构 . 
在 R 为 底 空间 的 情形 , 由 (4.2.7) 给 出 . 然而 , 在 K, 为 底 空间 的 情形 , 对 于 紧 子 群 
D= {zeK 天 :|z|<1}j, 却 有 定理 4.2.6, 对 于 Kp 有 定理 4.2.7. 

由 此 可 见 , 一 阶 连 续 模 (从 而 由 一 阶 连 续 模 确 定 的 Lip 类 ) 完全 确定 了 K, 上 的 
等 价 性 定理 , 参见 文献 [21]~[25], [27], [28], [60]~[70}, [74]~[80], [100]—[104], [106]~ 
[113J. 

至 此 ,我 们 从 两 者 的 群 运算 结构 、 拓 扑 结构 、 特 征 群 (特征 值 、 特 征 函 数 、 
特征 方程 )、 函 数 最 佳 逼 近 等 价 人 性 定理 等 4 个 方面 对 R 与 K 上 的 分 析 进行 了 
比较 . 

可 以 清楚 看 到 , R (4.2.3) 与 式 (4.2.13) 分 别 刻画 的 R 与 Kp 上 函数 的 “光滑 
性 ”链表 明 : 经 典 导数 适合 于 欧 氏 空间 分 析 ,“p 型 导数 ”适合 于 局 部 域 分 析 ; R 上 
需要 引入 Lip" 类 , 与 其 上 的 逼近 等 价 性 定理 需要 用 到 二 阶 连续 模 相 呼应 ; K, 上 只 
需 引入 Lip 28, 而 且 


C° (Kp) > Lip (a, Kp), ae (0, +00) 


恰 与 其 逼近 的 等 价 性 定理 只 需要 用 到 一 阶 连 续 模 相 呼应 . 

回顾 文献 [103] 中 的 定理 1.1: BH f e L! (|0, +oo)), 则 对 每 个 t € (—00, +00), 
成 立 
N J f (0) Tp (t,z)d= 


tim, 
= [> fe) exp[-2ni te oe) {He hae, 


其 中 (z) 表示 实数 z 的 小 数 部 分 , wp (t, z) 表示 p 进 Walsh 函数 . 该 定理 指出 了 
欧 氏 空间 上 Fourier 变换 与 局 部 域 上 Fourier 变换 之 间 的 实质 差别 , 并 且 证 明了 : 当 
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局 部 域 的 特征 数 p > 2(p e N) 趋向 于 +00 时 , 局 部 域 K 上 Fourier 分 析 的 种 种 结 
R, 绝 不 是 欧 氏 空间 及 上 Fourier 分 析 的 特例 , 从 而 否定 了 局 部 域 分 析 只 是 欧 氏 空 
闻 分 析 的 特例 的 说 法 . 这 个 定理 也 可 以 与 分 形 几何 中 的 一 个 著名 的 结果 相 联系 : 不 
断 增加 正 Koch 曲线 的 边 数 , 其 所 含 60° 顶 角 绝 不 会 消失 , 因此 Koch 曲线 不 会 变 
为 一 个 圆 弧 . 

从 以 上 分 析 , 有 理由 设想 : 欧 氏 空间 分 析 是 刻画 宏观 宇宙 (大 尺度 ) 的 有 力 工 
R, 而 局 部 域 分 析 将 提供 处 理 微观 世界 (小 尺度 ) 以 及 非 线性 问题 的 重要 工具 与 研 
究 领 域 的 新 途径 . 

$ ”为 了 更 好 了 解 R* 上 的 函数 结构 , 在 此 列 出 R 中 的 几 个 重要 的 函数 类 : 

Dini-Lip 类 : DL = (f € Cox : lim w (6) In |ð] = 0}. 

W 类 : W = (f € Con: w(5) < A6 (1 + |Iná|)) , ó > 0, À > 0 5 ó EK. 

Zygmund 类 : Z = (f € Cox: |f(z + h) — 2f(z) + f(z — h)| < M |h|) = Lip*1. 
在 有 限 区 间 上 , 有 如 下 关系 : 


Lipl C Lip*1 C Lip"a = Lipa C DL, 0<a< l; 
Lipl C W C Lipa, 0<a<l. 
HF “f e Lip 1 > En (f) = O(n)” ZEBRA, 使 得 逼近 阶 与 函数 的 光 
滑 性 之 间 的 联系 形成 很 大 障碍 , 不 用 二 阶 连续 模 将 无 法 克服 这 个 障碍 . 但 是 , 对 于 


Zygmund 28, 却 有 
f e Lip'1@ En (f) =O (n”!); 


对 于 W 28, 4 f e Cha.) 时 , 在 任意 闭 区 间 [a’, 6] c (a,b) 中 ,有 

W = E, (f)=0 (n). 
由 此 两 关系 可 得 到 Lip] c W c Lip*1 对 任意 闭 区 间 [o', 妇 c (a,b) 成 立 , 却 得 不 到 
在 整个 区 间 [a, b] 成立. 


思 考题 


1. 建立 乘 群 K; 上 的 Lip 函数 类 理论 . 

2. 试 证 定理 4.2.4~4.2.5. 

3. 分 析 欧 氏 空间 R 分 析 、 局 部 域 K 分 析 的 差异 的 原因 . 
4. 设计 建立 K; 分 析 的 思路 , 并 探讨 K; 分 析 的 特征 性 质 . 
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与 分 形 几 何 理 论 有 关 的 数学 问题 研究 已 经 有 很 长 的 历史 , 可 以 追溯 到 Cantor 
与 Weierstrass 等 著名 数学 家 的 有 关 工 作 , 不 过 在 那个 时 代 , 并 未 提出 “分 形 ” 这 
个 名 词 . 20 世纪 20 ERK, 分 形 几 何在 物理 学 和 信号 处 理 领 域 中 获得 重要 应 用 ， 
更 促使 分 形 几何 的 快速 发 展 . 1967 年 , 美 籍 科学 家 Mandelbrot(1924 年 出 生 于 波兰 
华沙 , 成 长 在 法 国 ) 在 《科学 》 杂 志 上 发 表 了 “英国 的 海岸 线 有 多 长 ?83] 的 著名 
论文 , 拉 开 了 分 形 理论 与 应 用 研究 的 序幕 . 此 后 , Mandelbrot 又 分 别 在 1977 年 与 
1982 年 出 版 了 著作 Fractal: Form, Chance and Dimension 与 The Fractal Geometry 
of Naturels3l,ad. Mandelbrot 的 成 果 得 到 世界 科学 家 的 高 度 重视 , 1985 年 获得 具有 
权威 性 的 巴 纳 德 奖章 ; 在 他 的 晚年 , 又 获得 了 世界 数学 大 奖 一 一 沃 尔 夫 奖 . 他 的 新 
思想 与 创造 性 工作 开创 了 现代 分 形 学 . 

20 世纪 最 后 30 年 关于 分 形 学 的 研究 工作 大 都 是 在 欧 氏 空间 中 进行 的 , 这 也 是 
非常 自然 的 (4116). 16.021~(04) (86), 然而 , 有 一 个 方向 , 却 是 建立 在 改变 函数 定义 的 “ 底 
空间 ”基础 上 的 , 那 就 是 局 部 域 上 的 分 形 几何 , 称 为 局 部 域 上 的 分 形 分 析 , 因为 它 已 
经 将 分 形 几 何 学 与 分 形 分 析 学 交融 在 一 起 , 形成 包含 分 形 几何 在 内 的 全 新 框架 下 的 
研究 领域 Pa,trallsl. 

本 章 建 立 局 部 域 K, 上 的 分 形 空间 . 在 完备 距离 空间 (X,d) 的 假设 下 叙述 一 
些 性 质 , 然后 取 (X,d) = (Kpd), 从 局 部 域 K, 的 特点 出 发 对 性 质 加 以 证 明 , 从 而 
得 到 局 部 域 上 分 形 空间 中 的 各 种 性 质 , 以 使 读者 更 加 熟悉 局 部 域 研究 的 特点 . 


4.3.1 Kp 上 的 分 形 空间 
定义 4.3.1 (分 形 空间 ) W (X,d) 为 完备 距离 空间 , 记 
K(X) = {ACX:4 为 X 的 紧 子 集 }， 


并 约定 Ø é K (X). 
(i) 对 于 任 一 点 z e X 与 任 一 集 B c K (X), #K 


d(x, B) = min {d (x,y) : y € B} 


Aš. z 到 集合 BER; 
(ü) 对 于 任 一 对 集合 A, B e K(X), W 


d(A, B) = max {d (z, B) : z € A} 


h(A, B) = max {d (A, B) , d (B, A)}, 
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FK h (A, B) 为 集合 4 5 B & Hausdorff 距离 , 并 称 (K (X), h) 为 距离 空间 XX 上 的 
分 形 空间 (fractal space, 或 space of fractals); (K (X) , h) 中 的 元 称 为 分 形 (fractal). 
一 般 地 , d (A, B) # d (B, A), 并 且 不 难 验证 , h (A, B) 满足 距离 的 三 个 条 件 . 
类 似 地 , 对 于 完备 距离 空间 (X, a), 记 


LK(X) = {4cX:4 为 X 的 局 部 紧 子 集 }， 


并 约定 Ø ¢ LK (X). 

相应 地 , 称 h (A, B) = max {d (A, B) ,d (B, A)} 为 4,BCLK(X) 的 广义 Haus- 
dorff 距离 , 并 称 (LK (X),h) 为 距离 空间 (X, d) 上 的 广义 分 形 空间 . 

(iii) Æ (X,d) = (Kp, d) 时 , # (K (Kp), h) 为 局 部 域 K, 上 的 分 形 空间 ; 相应 
Hh, 称 (LK (Kp) ,hh) 为 局 部 域 K, 上 的 广义 分 形 空间 . 

例 4.3.1 ”在 一 维 欧 氏 空间 (R,d) 中 , 距离 为 d(z,y) = |z — yl, WE 


K(R)= {4C<R:4 为 及 的 紧 子 集 } . 
K(R) 与 其 上 的 Hausdorff 距离 h (A, B)(A, B € K (R)) 成 为 R 上 的 分 形 空 间 
(K(R),h). 
在 局 部 域 K, 中 , 可 以 取 a (z, y) 为 


llzl=lyll, lz| # lyl, 
d(z,y)=) lz-y, = 二 zv, (4.3.1) 
0, T=Y, 


其 中 |.| 为 K, 上 的 非 阿 基 米 德 赋值 , 易 证 , a (z,y) 是 K。 上 的 距离 , 于 是 
K (Kp) = {A c K, :A 为 K, 的 紧 子 集 } 
与 其 上 的 Hausdorff 距离 h(A, B) 构成 的 空间 
(K(K,),h) 


便 是 局 部 域 K, 上 的 分 形 空 间 . 
我 们 的 目的 是 研究 局 部 域 (Ka,d) 上 的 分 形 空 间 (K (K,) ,h). 
例 4.3.2 ”局 部 域 Kp 中 的 Cantor 型 集 . RK, 为 p 级 数 域 , p > 2 为 素数 . 令 


+o0 +o0 
e-0\(U v) -»\ (Ü v). (4.3.2) 
j=l j=l 
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其 中 
Vi =B'U (2P + B')U:::U(@-2)0° + B!), 
Va = (6° + B?) U (8° +28! + B?) U---U (8° + (p— 2) 6 +B’), 


图 4.3.1 是 当 p= 5 时 5 级 数 域 Ks 中 的 D = Bo 的 结构 示意 , 并 由 (4.3.2) 可 绘 出 
Cantor 型 集 的 示意 图 , 阴影 部 分 为 被 去 除 的 集合 Vj. 


2:8°+B! A Z VEEB) 


38+ B' 
464 B 


图 4.3.1 


4.3.2 Kp 上 分 形 空间 (K(Kp),h) 的 完备 性 


定义 4.3.2 (集合 S 的 膨胀 ) 设 (X,d) EEREN, (K(X), h) 是 X 上 的 分 
形 空间 ， 
G) 设 S c X AFR, r > 0. 称 集合 


St+r={yeX:d(z,y) <r,r € S) 


为 以 7 为 半径 的 、 集 合 S 的 膨胀 (dilation). 
Gi) 在 局 部 域 K 上 的 分 形 空间 (K (Kp) ,h) 中 , 设 S c K, 为 子 集 ,7 > 0. HK 
集合 
S+r= {y€ X :d(z,y) <r,r € S) (4.3.3) 
为 以 r 为 半径 的 、 局 部 域 K, 的 子 集 5 的 膨胀 . 
定义 4.3.3 (K (X) 中 的 Cauchy 序列 ) W (X,d) 是 距离 空间 ， 
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G) X 上 的 分 形 空间 (K(X),h) 中 的 Cauchy 序列 (A,)E9 c K(X) 定义 
为 : Ve > 0, IN € N, 484824 n,m > N Bf, 有 


An CAm+é, A, CA, +e. 


Gi) 局 部 域 Kp 上 的 分 形 空间 (K (Kp), h) 中 的 Cauchy 序列 {An}*22 C K (Ky) 
定义 为 : Ve > 0, IN EN, 使 得 当 n,m > N 时 , 有 


An CAm+€, A, CA, +e, (A.3.4) 


定理 4.3.1 (1) 设 (X, d) 是 完备 距离 空间 , W (K(X), h) 是 一 个 完备 的 距离 
空间 , 并 且 , 若 (A, e K(X) 是 (K (X),h) 中 的 Cauchy 序列 , 则 


A= ip, An EKC) 
可 以 表示 为 
A= f: € X : 3 Cauchy 序列 {zn € An} ,使 得 „im za = a) I 


(2) 局 部 域 (Kp,d) 上 的 分 形 空间 (K (Kp) , 是 一 个 完备 的 距离 空间 , 并 且 , 若 
{An € K (K,)) 1 是 (区 (Kp) , 中 的 Cauchy 序列 , WJ 


A= lim 4neK(Kp) 


可 以 表示 为 
A= fe € Kp : 3 Cauchy 序列 {zn € A.) ,使 得 nim Tn =a}. 
E FEREN (2). 


© 首先 验证 h (A, B) Æ K (Kp) 上 满足 距离 的 第 三 个 条 件 . 这 由 下 述 不 等 式 
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B), d(B,A) < 4(B,C)+ (C, A) 


h(A, B) = max {d (A, B) ,d (B, A)} 
< max {d (A, C) ,d(C, B)} + max {d(B,C) ,d (C, A)} 
< max {d(A,C) ,d(C, A)} + max {d (B, C) ,d (C, B)} 
<h(A,C)+A(C,B) 


得 到 . 距离 的 第 一 、 第 二 个 条 件 的 证 明 留 作 练习 . 
© 为 证 距离 空间 (K (K;) ,h) 的 完备 性 , 需要 两 个 重要 性 质 : 
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1° 设 4,BeK(Kp), 对 于 es>0, 有 
h(A4,B)<Se& AC B+e 5 Bc A+e. 
2° H {Anhi C K (Kp) Ë K (Kp) 中 的 Cauchy 序列 , (n;) 12? 是 N 中 递增 子 
序列 


O<n<m<--<n< 
车 在 (Kp,d) 中 存在 Cauchy 序列 (z, € An, Ait Kp, d), 则 存在 Cauchy 序列 
{En € An} i, 
使 得 
Sng = Tn, j=1,2 
首先 证 1°. h(A,B) <e & AC B+e, BC A+e. 推理 如 下 : 


d(A,B) < £ = max(d(a,B):a € A} <€ 
=d(a,B)<e, Va€ A 
=a€B+e, Va6€ A 
=ACB+e. 


反之 ,由 d(4,B) = min {d (a,b) : b € B), 有 


AC B+e= 3be B,s.t. d(a,b) <€, Va € À 
= d(a, B) Se, Va € A 
= d(A, B) < €. 


从 而 得 到 d(4,B) < e @ Ac B +e. AA, 有 
d(B,A) < @ Bc A+e. 
于 是 
h(A, B) = max{d(A, B), d(B, A)) < € 
兮 4CB+e 与 BC4+E. 
故 1° 得 证 . 
其 次 证 2°. 这 第 二 个 性 质 是 一 个 扩张 引 理 , 在 定理 的 证 明 中 起 重要 作用 . 
事实 上 , BAAS c K (Kp) Æ K (Kp) 中 的 Cauchy 序列 , 故 由 定义 4.3.3(ii)， 
Ve > 0, IN > 0, s.t. nm > N Bf, 有 An +€ Ə Am, Am +€ D An. 于 是 , 由 1° 得 
h(An, Am) < a. 现在 由 Cauchy 序列 (A. c 区 (Kp) 构造 (Ky, d) 中 的 Cauchy 
序列 (Z, € Anhi- 
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对 于 K(K,) 中 的 Cauchy 序列 {An}225 C K(Kp), Ve > 0, AN > 0, st. 
nym > N Bf, A h(An, Am) < $ 如 此 , 对 应 于 {An} C K (Kp), 取 z. € An, 
neN. 

现 设 tuha 是 N 中 递增 子 序列 

O<m nnje, 
并 设 (Kp,d) 中 有 Cauchy 序列 {zn, € An, at C (Kp,d). 下 面 证 明 , 存在 Cauchy 
序列 (z, € Anhi ER Sn, = zn,, j= 1,2, 
事实 上 , 构造 {2n} c K, 如 下 : 对 于 ne 2... sma}, 选取 

En € {£n € An: d (tn, Zn) = d (zn, An)}, 
BD š, 是 An 中 到 op, 的 最 近 点 (或 最 近 点 之 一 ), 这 样 的 最 近 点 的 存在 性 由 A, 的 
紧 性 立 得 . 继续 地 , 当 jc {2,3,…} 时 , 对 于 ne {nj 十 1,… njh, 选取 

Gn € {tn € An: d (En, 2n,;) = d (zn,, An) }- 

下 证 {En} 525 满足 性 质 2° 的 要 求 , 即 它 确实 是 序列 (an, € A. E (A.J 
的 扩张 (extension). 事实 上 , 由 上 述 构造 方法 知 5 = jn,, H š, € An ARED 
{ihi 是 Cauchy 序列 . 由 于 {tn, € An; HY C (Kp, d) 55 {An} 235 C (K(Kp), h) 
为 Cauchy 序列 , 故 


Ve > 0, IN; > 0,s.t. nk,n; > Ni 时 ,有 d (zn,, za) <$; 
3N > 0,s.t. m,n > N> 时 ,有 d(Am, An) < s 
& N = max (Ni, No), WHF m,n > N, 有 
d (Em, in) S d (Em, £n;) + d (Enj, za.) + d (Enp Fn); (4.3.5) 
其 中 me (n;-i +1, nj-1 +2, nj}, n € {nk-1 + 1,nk-1 +2, ,ng}. 
HF A (Am, ays 5 , 故 对 于 Ëm € Am 与 zw € (z)+9 H d(zm,tn,) < 
FIE d (ny En) < É -加 此 4 m,n > N B$, (4.3.5) 式 满足 : d (Em, Zn) < ++ 


3 3 3 
e. 性 质 2° 得 证 . 
图 对 于 (K (Kp), h) 的 完备 性 , 先 简 述 其 证 明 步 骤 : 对 于 集合 
A= (z € K, : 3 Cauchy 序列 {zn € A.) ,使 得 lim mn = z}, 
其 中 {An} C K (Kp) 28 Cauchy 序列 , 欲 证 : 
(a) AF @; 
(b) A 是 闭 子 集 , 因此 是 完备 子 集 (A (Kp d) 是 完备 空间 ); 


£, 
3 
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(c) 对 于 £ > 0, 存在 N > 0, 使 得 对 于 mn > N 有 AC A, +e; 

(d) 4 是 全 有 界 的 , 因此 是 紧 集 ; 

(e) lim, An = A, 即 证 À € (K(K,),h). 

事实 上 为 证 (a), 也 只 需 证 : 对 给 定 的 Cauchy 序列 {Anh c K (Kp), 在 空 
间 (Kp, d) 中 存在 Cauchy 序列 (a; € Aj} 收敛 到 a e A, BD jim a; =a. 

为 此 , 设 正 整数 序列 

Ni<N<…<N<… 

使 得 


h(Am hn) < mn >Njy j=, 


选取 zw € Am, WIBI h (Ans, Ans) < vt 故 存在 zw € Any, 使 得 tenants <; 
归纳 地 , 若 已 选取 zw € An,,j =1,2,---,k, 使 得 d (zw,_,, zw,) < gar WA 
h Kesha < ç 与 zw € Aso 故 存在 amy € Anaya, 使 得 s < 


s 例如 , 取 zm,， 是 zs, 到 Asa, 的 最 近 点 ， 于 是 , 由 归纳 法 , 存在 无 限 序列 


{zw € Any}, 使 得 d (zu,, zu, a) S Di =1,2,--- 


下 面 只 需 证 (zs, € An,} 是 Kp 中 的 Cauchy 序列 ， 事 实 上 , Ve > 0, 选取 
N, > 0, s.t. +o 


于 是 , 4 m > n > N, 时 , 有 


d(ENm TNn) S d(zs,,,zN,, I) + d (Nç, s ZN, a) 十 十 d(zN ZNn) 


5 对 于 Cauchy 序列 {4n} C K(K,) 与 正 递增 整数 列 Ni < No < 
+, 上 述 方法 归纳 地 构造 了 (K,,, d) 中 的 Cauchy 序列 (zu, € An,} C Kp, R 
Tae ZN; = z € Ky. BORER 2°, 存在 Cauchy 序列 (a; € Aj}, W an, = zn,， 
其 极限 ， Jim aj 存在 , 且 据 定义 它 属于 A. 因此 À Z Z. 
为 证 (by, 取 A 中 一 序列 (a; € A}, 它 收敛 到 a, jim, a; =a. 


下 面 证 明 : ae A. 其 实 , Vj EN, 对 aj, alen ehh s.t. lm tin =o. F 
是 , 存在 正 整数 增 序列 {N}, s-t. d (as; a) <} = 
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进而 ， 存 在 一 个 正 整数 的 子 序列 fmj}， 使 得 4(zw miow) < a RE, 


d(zwimiya) < x 令 Ym; = zNm 则 ym, € Am;, E. lina ums = a. 现在 由 
2°, Ym; € Am; 可 扩张 为 一 个 Cauchy 序列 (g; € Aj}, B. im. $ = a, BGR A ËJ 
定义 , a € A, 从 而 4 为 闭 集 . (b) 得 证 . 

AE (c), FER Cauchy 序列 {An} c K(Kp), 则 Ye >0, AN >0, st.mn>N 


It, A h (A,,, An) < z. 于 是 ,对 于 n>N, 当 m>n 时 ,有 Am Cc Ante. 下 面 只 
需 证 明 A C An +e. 
为 此 , Mae A, 并 推理 如 下 : 
ac A> 3{a; € Aj},s.t. lim aj =a 
= 取 足够 大 的 N, s.t. m > N AS d(am,a) < £ 
=> m>N WE am € Ante 
=> m>N HE Am C Ante 
=>aceA,te 
T 由 An 的 紧 性 , 得 An +e 为 闭 集 
=> 对 足够 大 的 n ME 4C hn +e 
= (c) 得 证 . 


用 反 证 法 证 (a), 若 4 不 是 全 有 界 的 , 则 对 于 Cauchy 序列 {An} C K(Kp)， 
Feo > 0, s.t. 不 存在 eo 网 , 即 3{zj]j C A,s.t. d(z; zk) > go,j # k 
= H(c), 3n e NEK, st AC A, + 2 
= Yzj, yj € An, sit. d(z;,u;) < 2 
= 由 An 的 紧 性 , {y;} c An 存在 收敛 的 子 序列 {un} C {uy} 
= 3 {uns} PRI Ynys Ynys S-t. d (Yng, Ym) < 2 
= d (zny, Tny) S d (Enj, Yn;) + d (Un Yar) + d (un, Enr) < z +242 e 
> 与 反 证 法 假设 矛盾 
= (d) 得 证 . 
为 证 (e), 任 取 Cauchy 序列 {Aj} Cc K(Kp), 且 ,lim A; = A, WE A € K (K;). 
由 于 (c) 5 1°, 为 证 jdm A; = A, APE: Ve > 0, IN > 0, st. n 2 N 时 , 有 
A, CAt+e. 为 此 , 推理 如 下 : 
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Ve > 0,3N >0, s.t. m,n>N 时 ,有 h(Am,An)<e 
= mn>N WA Am C An +5 
= X n> N, Wy € A, 
= AN} 1? St. n<Ny<-+-<Nj<:-- » BN m, k> Ny 时 ,有 
AmCAnt HT; 此 时 ,还 有 An C An, +š = 
=> Hy € An, dey, € An,, s.t. d(y, zn) S < 5 
= H zs, € An,, Stn, € Ang, s.t. wien ae <p 
=> +++ => JEN, ZN2 `` b St. TN; € Any, E 
= d(u,zN,) S e, Vj € N, H {zn,} Æ Cauchy 序列 
=> {zn} 收敛 到 ze A, B. d (y,zn,) S 蕴含 d(y,z) < £ 
>Yn> NÄ AnCA+e 
= (e) 得 证 . 
完成 了 (a)~(e) 的 证 明 后 , 便 得 到 (K (K,) ,h) 的 完备 性 . 定理 4.3.1 得 证 . 
完备 距离 空间 (X,d) 上 的 分 形 空间 (K (xX),h) H, 还 有 几 个 常用 的 距离 关系 : 
定理 4.3.2” 设 (X,d) 是 完备 距离 空间 , 对 于 A,B c K(X), 有 
(1) 存在 € A, y € B, 使 得 h(4,B) =d(z,y); 
(2) # BC AC X, z€ X, WW d (z, B) >d(z, A); 
(3) 对 于 A, B € K (x), 一 般 地 , 有 d (A, B) Z d (B, A); 
(4) 对 于 A, B, C € K (X), 有 d(AU B,C) = max(d(A,C),d(B,O)); 
(5) 对 于 A, B, C, D e K(X), 有 


h(AU B,C U D) < max (h (A, C),h (B, D)}. 
这 个 定理 将 距离 h (A, B) 的 性 质 显示 出 来 , 对 以 后 的 应 用 很 重要 . 
4.3.3 K, 中 几 种 常用 的 变换 


定义 4.3.4 (变换 ) H (X, d) 为 距离 空间 ， 

(i) X BX 的 映射 xX — X RA X 到 XX 的 一 个 变换 , 若 对 于 每 个 ze X, 
有 唯一 的 y = f (z) e X 与 之 对 应 ; 

变换 f: X X 称 为 一 对 一 的 , 若 z,yE xX, f(e) = f(u) e r= y; 

集合 f(S)= {f (z) sX:ze35)} 称 为 集 SCX 在 变换 f :XX 一 XX 下 的 像 集 ; 

车 变换 f: X — X 满足 f (X) = X, 则 称 变换 f 是 映 上 的 ; 

车 变换 f :XX — X 是 一 对 一 、 映 上 的 , 则 称 变换 f 是 可 逆 的 , 并 记 其 逆 变换 为 
fl: X Ə X. 

(ü) 在 局 部 域 (Kpd) 情形 , 变换 、 一 对 一 变换 、 变 换 的 像 集 、 映 上 变换 、 可 道 
变换 都 类 似 (i) 中 的 定义 . 
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下 面 列 出 欧 氏 空间 R" 中 的 常用 变换 , 便于 进行 比较 . 

1. R"(C) 中 常用 的 变换 

(1) R 情形 

(a) 多 项 式 变换 f :R — R, 

f (£) =a +012 +a? +... + aye’, 

这 里 系数 a; € R，j =0,1,2,---,N, N € P 为 任 一 确定 的 非 负 整 数 , an Z 0, 则 f 
HAR 上 的 N 次 多 项 式 . 

(b) 仿 射 变换 f: ROR, 

f(x) = az +b, 

这 里 abeR. 34 a=1 时 ，f (z) = z+ b 称 为 平移 变换 ; 4 b = 0 时, f (z) = az 称 
为 线性 变换 . 

(c) 线性 分 式 变换 f:R —R, 


az +b 
fG)= ST 


线性 分 式 变换 也 称 为 Möbius 变换 . 
约定 : 若 cZ 0, W f(z)|,- + =o0; 若 c=0, 则 f (z)|,_., = eo. 
(2) R? 情形 
二 维 仿 射 变 换 w : RR? — R2, 


| -es 


ab ay e 
A= € M2x2, = t= M: 
$ A 2x2; T [2] [ ?| 2x1 


为 矩阵 , Maxa 与 Moxi 分 别 为 2 x 2 矩阵 空间 与 2 x 1 EREN. 
二 维 仿 射 变换 有 明显 的 几何 意义 : BW (a,c), (b, d) € R? 有 极 坐 标 表示 


a =r cosh, c=7,sin4,, 
x 4 x 
b=racos (02+ 2) d=rsin (+5), 
7 本 ab |n cos6, —rz2sinĝz 
c d risin®, r2cos62 N 


因此 , 二 维 仿 射 变换 将 zV SB. z 轴 分 别 旋转 0, 角 、92 角 , 然后 平移 到 位 置 t. 
二 维 仿 射 变 换 也 称 为 二 维 相似 变换 . 


ad# be, a,b,c,d € R. 


这 里 


DERE A 成 为 
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约定 : Fr =r2=1, 0 = 0> = 0, Bl 


AZ cos0 —sin@ 
sing cos |’ 


RË ri = r2 = 1, 01 = 62 + x, 亦 即 


ja cos sin 
~ | sing —cos@ |’ 
称 为 正 交 变换 , 此 时 |4| = 1. 
正 交 变 换 也 称 为 旋转 变换 , 它 保 持 向 量 的 长 度 不 变 ; 后 一 矩阵 当 0 = 0 时 , 即 
1 


4-| ° | ananena 
0 -1 


(3) C 情形 f : C — C 
(a) Riemann 面 上 的 Möbius 变换 


az+b 
f@)= cz+d 
也 有 与 实情 形 的 类 似 约定 . 
(b) Riemann 面 上 的 解析 变换 
对 于 C 上 的 变换 
az+b 
f) = cz+d’ 
若 每 个 元 zo € C 存在 相似 变换 
w(z)=az+b, a,b€C, 
这 里 a = a (zo), b = b (zo), 使 得 


d(f (2), (2)) _ 
Ë d (z, zo) 


则 称 f 为 C 上 的 解析 变换 . 
2. 距离 空间 (X,d) 中 的 变换 集 
设 (X,d) 为 距离 空间 , 集合 
F=F(X)={f:f Æ X Bl X WR} 


# F HF (X) 为 距离 空间 (X,d) LH ERK, 简称 变换 集 . 
在 变换 集 F = F (X) 中 引进 运算 , 两 个 变换 的 复合 。 如 下 : 


fg € F = fog(z)= f (g(z)), z € X; 


, ad#bc, a,b,c, d€ C 


adZbc, a,b,c,d € C, 
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恒 同 变换 了: z — T(z) = z 是 单位 元 , 使 得 变换 集 F 成 为 一 个 半 群 (F,o). 

半 群 (F,o) 的 子 群 

F= (f e F(X) : f FEWER f} 

在 复合 运算 下 成 为 一 个 群 (Ë, 0). 

在 变换 半 群 (F,。) 与 变换 群 (F,o) 中 , 有 三 种 重要 的 变换 : 迭代、 压缩 与 迭代 
函数 系 . 

首先 讨论 迭代 (变换 ). 

定义 4.3.5 (前 n BAR in eR) 设 feF, 用 记号 


/X=X, neP 


表示 变换 : 对 于 任意 re X, 


f” (z) = z, 
f (a) = 


fn (z) = fo f(a) = f (F"" (2)), 


则 称 变换 fo :X X 为 距离 空间 X 上 f 的 前 n eR. 
BRM f e F, 则 称 变换 


f": X- X, neP 
为 f 的 后 n BR, 具体 表示 为 : 对 于 任意 z e X, 

~ (2) = f~ (2), 

P= (2) = (f) (@), 


P (a) = (fo) (z) 
定理 4.3.3 ”距离 空间 (X,d) 中 的 变换 f e F 的 前 n 迭代 满足 
fO™ 0 f™ = Pm, m,n e P. 


例 4.3.3 Ü f:R—>R, f(z)= 2z, z € R, 求 其 前 mn BK. 
解 ”由 定义 


f° (z) = z, f (z) = 2z, f? (z) = Pa,---, f(z) =2"7,.., n€ N. 
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例 4.3.4 B f: R2— R2, f (21,12) = (221,23 + zl), 求 其 前 2 迭代 . 
解 ” 由 定义 


f° (zu, z2) = (21,22), 
f° (1,22) = (221,23 + 21), 


f° (21,22) = (421, (a3 + z)? + 221) š 


+00 
例 4.3.5 ”对 于 几何 级 数 Y ba” = b+ ba + ba? +ba? +---,0<a<1,b>0, 


$ b= (0,8), fE f (z) = az + b R Io XF f IN n HEAR. 
R W n BAUM: 


£ (Io) = b, 
f°" (Io) = f (Jo) = h = [b, ab + b), 


REP 1, 的 左 端点 与 右 端点 恰好 分 别 为 几何 级 数 的 部 分 和 


In = [8n-1,8n], n EN, 


其 中 E 
s0=b, sn=) bak, neN. 

k=0 
若 令 

+00 

I= UL, 

n=0 

则 


f(D= b) =I-h. 


下 面 研究 压缩 映射 (变换 ). 
定义 4.3.6 (压缩 映射 ) 在 距离 空间 (X,d) 中 , 称 变换 f: X — X EX BX 
的 压缩 映射 , 若 存在 常数 s，0 < s < 1, 使 得 


d(f(z),f(u)) < sd(z,y), zv € X; 


这 里 s 称 为 压缩 因子 . 
相应 地 , 局 部 域 (Ko,d) 中 的 压缩 映射 , RER (X, d) = (Kp, d), 便 可 类 似 定义 . 
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定理 4.3.4 Hw: XX 2ERS (X,d) 上 的 映射 ， 

(1) # u 是 连续 映射 , 则 w BR (X,d) 到 (X,d) 自身 ; 

(2) E u 是 压缩 映射 , 则 w 是 连续 映射 ; 

(3) 车 w 是 压缩 映射 , 0 < s < 1, 则 w 定义 一 个 映射 w : K(X) > K(X) 为 


w(B) = {w(z):xz €B}, VBEK(X), 


It w E (K(X), h) 上 的 具有 压缩 因子 s 的 压缩 映射 ; 
(4) 车 wnis :n=1,… ,NN) 是 (K(X),h) 上 的 压缩 映射 集 , 定义 映射 
W:K(X) 一 K(X) 为 


W(B)= Ü wa(B), vB e K(X), 
n=1 


则 此 W 是 (K(X), h) 上 的 具有 压缩 因子 s = max {sn : 1 < n < N) 的 压缩 映射 . 

证 明 留 作 习 题 . 

显然 , 压缩 映射 是 连续 映射 . 为 了 研究 压缩 映射 , 要 用 到 完备 距离 空间 中 连续 
映射 的 性 质 , 现 将 其 列 出 , 以 备 参 考 . 

定理 4.3.5 H (X,,d,), (X2,d2) 为 两 个 完备 距离 空间 , f: X, — X, 为 连续 
映射 ， 

(1) 车 序列 {zn}+3 c Xi 收敛 到 ze X), W 


„im f (on) = f (a): 


(2) VE € 区 (Xi1) 为 紧 集 , Kf: E 一 X, 是 一 致 连续 的 , 即 对 任意 £ > 0, 
36 (e) > 0, 使 得 对 任意 z,y € E, 4 di (z,y) < ó BF, # d> (f (z), f (y)) < z; 
(3) 车 (X1,di), (X2, dz) 为 两 个 完备 紧 距离 空间 , B. f: Xi 一 X2 是 连续 的 、 
一 对 一 的 、 映 上 的 , 则 f 是 X, 到 Xz 的 同 胚 映射 ; 
(4) 若 记 乘积 空间 为 (X,d) = (Xi x X2,max (dı, d2)), H E, € K(X), E2 € 
K (X2), lJ Ey x E> € K (X) = K (X, x X2); 
(5) 车 (Xs, d3) 也 是 完备 距离 空间 , f: Xi x X; 一 Xs 满足 下 述 条 件 : 
Ve > 0,36 > 0, 使 得 di (z1,y1) <5 BA da (f (21,22), f (yi, y2)) < e, 
Ve > 0,36 > 0, 使 得 dz (22, y2) < ó HE ds (f (21,22), f (y1,y2)) < €, 
则 映射 f: X, x Xo 一 Xs 在 距离 空间 (Xs, ds) = (X, x X2, ds) 上 是 连续 映射 , 其 
中 


ds (x,y) = d ((21, 22) , (y1, y2)) = max (di (21, 1⁄1) ; d2 (z2; y2)}- 


定义 4.3.7 (压缩 映射 的 不 动 点 ) W (X,d) 是 完备 距离 空间 , 对 于 变换 f: 
X — X, 车 存在 zj € X, 使 得 f (zç) = zf, 则 称 zy 为 变换 f 的 不 动 点 . 
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压缩 映射 具有 如 下 重要 性 质 : 
定理 4.3.6 W f: X — X 是 完备 距离 空间 (X, d) 中 的 具有 压缩 因子 s 的 压 
缩 映射 , 则 
(1) f 是 将 K (X) 映射 到 K (X) 自身 的 具有 压缩 因子 s 的 压缩 映射 ， 且 映射 
f :K(X)— K(X) 由 
f(B)=(f(z):ze B), BeK(X) 


确定 ; 
(2) 存在 f 的 唯一 的 不 动 点 zy e X, 使 得 


„im fo" (2) =2y, ze x. 
证 “存在 性 证 明 主要 利用 不 等 式 
dq (f°" (2), f°" (z)) <s™a(0, fn (x), m,n e P, 
其 中 四 Am = min (m, n), 以 及 估计 式 
d (2, f%% (z)) < d (z, f (2) + a (4% (z), J” (2)) +: + d (FY (a) , 4% (z)) 


La (z, f (2)), 


<(l+st+s?+---+s*1) d(z,(z)) < 725 


从 而 
1 


1 一 5 


d(z, f (z)), 


由 此 , {0 (z))12 C X J X 中 的 Cauchy 序列 , 由 X 的 完备 性 可 知 , 不 动 点 z; 
存在 , 并 且 由 压缩 映射 的 连续 性 , 有 


a(fom (x), f°" (z)) <s™™ 


n—+oo 


Fen = 5 (tim, P") = um 0) = ay 
唯一 性 的 证 明 由 公式 
d(xyz,ys) = d(f (zs), f (ys)) < sd(zr,ur) 


以 及 0<s< 1 得 到 . 

迭代 函数 系 在 近代 数学 的 各 个 分 支 中 都 有 重要 应 用 . 

定义 4.3.8 (迭代 函数 系 ) Bua: X — X 为 完备 距离 空间 (X,d) 上 的 压缩 
因子 分 别 为 ss(n = 1,2,… , N) 的 N 个 压缩 映射 , 称 {wn X > X} WH (X,d) 
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上 的 一 个 远 代 函数 系 , 简 记 为 IFS, 并 称 s = max {sn : 1 < n < N) 为 此 和 迭代 函数 系 
的 压缩 因子 . 
对 于 一 集合 B e K(X), 记 诸 像 集 u, (B) 的 并 集 u wn (B) 为 
N 
w(B)= U wn (B). 
H K (X) 中 集合 的 紧 性 与 wn 的 连续 性 , 得 到 w (B) e K (X), HEER w: X — X 
是 具有 压缩 因子 s 的 压缩 映射 . 因此 , w 有 唯一 的 “不 动 点 ” 4 e K (X), 满足 


A=w(4)= Ü wn (A), (43.6) 
n=l 
并 且 由 
4 = lim ue" (B), BeK(X) 
确定 


定义 4.3.9 ( 选 代 函 数 系 的 吸引 子 ) # (4.3.6) 中 的 不 动 点 4 NEREAK 
{wn :X— x}, 


的 吸引 子 . 
例 4.3.6 HZ X =R, {w, w} 为 
w) ls w; 1, + 2 
sag 3 u ¿ Pagi 3 3' 
则 w(B) = w: (B) Uus (B), B € K (R),w 是 具有 压缩 因子 。= 3 的 压缩 映射 
若 取 B = [0,1], W 
Bo =w” (B), neN 
便 是 Cantor 三 分 集 构造 中 的 第 n 次 取出 的 区 间 . 
不 难 证 明 ， im w” (B) = A 就 是 经 典 的 Cantor 三 分 集 , 并 且 有 


1 1 2 
A= (54) U (34+3) A 
KH aA = {ar:a € R,z € A}, A+8=(z+B:z € A,B e R). 
迭代 函数 系 有 如 下 重要 性 质 : 
定理 4.3.7 Ru: X — X 为 完备 距离 空间 (X,d) 上 的 压缩 因子 分 别 为 sn， 
n=1,2,-.. ,NN 的 N 个 压缩 映射 , WERBBR {wn sn}, 决定 的 压缩 映射 


w(B)= Ù wn (B), BEK(X) 
n=1 
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WAL h(w(B),w(C)) < sh(B,C),0<s<1lB,CeK(X), 且 凤 有 唯一 的 不 动 点 
A€ K(X), 满足 


N 
A=w(A)= U wn (A), 


对 任 一 B e K(X), 由 
A= lim w"(B) 
n—+oo 
确定 . Ac K(X) 便 是 u 的 吸引 子 . 
有 一 种 特殊 的 压缩 映射 , 称 为 凝聚 变换 . 
定义 4.3.10 (凝聚 变换 、 凝 聚集 ) ” 设 (X,d) 为 距离 空间 , 集合 CeK (X), € 
义 变换 为 
wo(B)=0, vBEeK(X), 
则 称 wo : K(X) — K (X) 为 凝聚 变换 (condensation), MHRA C € K (X) 为 凝聚 集 . 
显然 , 凝聚 变换 是 具有 压缩 因子 s = 0 的 压缩 映射 . 
BE {fwn} 必 1,0< sn < bn=1… ,N) X (X,d) 上 的 IFS, 并 设 wo 为 凝聚 变 
换 , 称 {{wn} 人 6,0 < sn < 1,n=0,1,… ,NN} 为 带 有 凝聚 变换 的 压缩 因子 为 s 的 
双 曲 IFS, 其 压缩 因子 为 max {sn : 0< sn <1,n=0,1,.…,N}. 
定理 4.3.8 W {{wn}rg,0< sn < 1,n=0,1,… ,NN} 为 距离 空间 (X, d) 上 
的 、 压 缩 因子 分 别 为 sn(n = 0,1,… , N) 的 带 有 凝聚 变换 的 IFS, 则 迭代 函数 系 
({wn},s) 决定 的 映射 W : K(X) > K(X), 


W(B)= Ü w, (B), VB e K(X) 
n=0 
是 完备 距离 空间 (K (X),h) 上 的 压缩 映射 , 吸引 子 为 s, 满足 
h(W(B),W(C)) <sh(B,C), 0<s<1, B,CeK(X), 


H W 有 唯一 的 不 动 点 A € K (X). 

拼图 方法 是 寻求 IFS 的 吸引 子 的 依据 . 

定义 4.3.11(IFS 的 拼图 ) B Le K(X) 为 分 形 空间 中 一 个 给 定 的 紧 集 ， 
[ua sa Y, 为 完备 距离 空间 (X, d) 上 的 迭代 函数 系 . Hc > 0, 都 有 


a(t, Ü w, 四 ) < 


则 称 L 3835405838 {wn sn} 的 一 个 拼图 . 
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定理 4.3.9 í (X,d) 为 完备 距离 空间 , L e K (X) 为 分 形 空间 中 一 个 给 定 的 
BR, {wn, on}, 为 (X,d) 上 的 迭代 函数 系 . 若 L e K (X) 是 (us, an}, 的 一 个 
拼图 , 则 


€ 
eas 
h(L,A) < se, 


这 里 À € K(X) 是 {wn Sn} 的 吸引 子 , 或 等 价 地 , 有 
h (L, A) < = (z Ü Wn w) . 
证 拼图 定理 的 证 明 分 四 步 : 


@ 若 f:X 一 XX 是 压缩 因子 为 s 的 压缩 映射 , B. zj e X 是 其 不 动 点 , 则 


1 
1 一 8 


事实 上 , 由 距离 d 的 连续 性 , 可 推导 如 下 : 


d(r,zh) < 


d(z,f(z)), Vz € X. 


dz) < d (xy, tm. ) = tm d (e n) 


<. a (m, em (2)) 
< Jim d(z, f (2)) {1 +s+- +s} 
1 
< Tost F (2))- 

@ š (P,dp) 是 距离 空间 , Hw: P x X — X E: X 上 具有 压缩 因子 s 的 压缩 
映射 族 , 即 Vp € P, u (p,z) 是 X 上 的 压缩 映射 ; 假设 对 于 每 个 固定 的 z e X, 映射 
w 关于 pe P 连续 . 则 w (p, z) 的 不 动 点 zw 连续 依赖 于 p, 即 ru : P> X 连续 . 

事实 上 , 对 于 w (p, r) 的 不 动 点 zw (p), pe P, 可 推导 如 下 : Ve > 0,vq e P, 有 

d (£u (p) zo (9)) = d (w (p, zo (p)) ,w (g, zo (q))) 
< d(u (p, zu (p)) ,w (q, z (p))) + d (w (q, z (p)) , w (q, zo (q))) 
< d (w (p, zo (p)) ; w (gq, zx (p))) + sd (zw (p) , Tw (q)) - 


于 是 
d (oP) 2 (0) < — Sd (uo (P, tw (P)) u (gz (0)))- 


上 式 右 边 当 dp (p,q) 一 0 时 , 由 明显 的 不 等 式 


d(w(p,z),w(q,2)) < cdp (p,q), Yp,q € P, z € X 


43 ”局 部 域 K, 上 的 分 形 空间 +163 - 


与 C 
d (£u (p), zo (g)) < ~—4P (pQ), 

便 得 到 zu : P 一 X 的 连续 性 . 

图 设 内 :NxX 一 X 是 连续 依赖 于 neN 的 z eX 的 连续 映射 (ROF 
P HARE P = {1,---,N},N EN), 视 {P= {1,… ,NN},dp} 为 紧 距 离 空 间 . 则 
定义 为 u 

W(p,B)= Ü wa (p, B), VB e K(X) 

的 映射 W : K(X) — K(X) 也 是 p e P 的 连续 映射 , 即 W (p, B) 对 于 距离 空间 
(K(X),h) 中 的 每 个 Be K (X) 而 言 , 都 是 pe P 的 连续 映射 . 

只 需 对 于 N = 1 证 明 @). 事实 上 , 对 于 VB e K (X), R p,q € P, H vz > 0, 


d(uj (p, B), un (9, B)) = max mind (uy (p, 2) ,wi (4,9) 


< max min {d (wr (p, x) ,w (p,y)) + d (wi (p, y) ,wi (q,y))}- 


H P x B RRR, B wi : Px Bo X 是 连续 映射 , 故 wi 是 一 致 连续 的 , 从 而 ， 
Ye>o,35>o, 23 dp (p,q) < ó 时, 有 


d(w1(p,2),wi(gy))<e, Yy E B. 
于 是 , 假设 dp (p,q) < ó, WJ 
d(uev (p, B) ,wi (q, B)) < max min {d (an (p, z), un (p, y)) + €} 
< d(wi (p, B),un (p, B)) +€ = €. 

类 似 地 , 当 dp (p,q) < 5 时 , 有 

d(un (q, B) ,wi (p, B)) < €. 
因此 , 对 于 dp (p,q) < ó, 有 

h (wi (p, B) ,wi (q, B)) < €. 


@ H {wr} 0 < sn < 1,n=1,::: ,N) X (X,d) ER IFS, B wn 连续 依赖 
于 参数 nc P, 这 里 P 为 一 个 紧 距 离 空间 . 则 吸引 子 A (p) € K(X) 关于 Hausdorff 
距离 连续 依赖 于 pe P. 

从 而 拼图 定理 得 以 证 明 . 

上 述 性 质 描述 了 吸引 子 对 于 参数 的 连续 依赖 性 . 在 实际 应 用 中 , 用 控制 参数 的 
方法 , 可 以 控制 吸引 子 的 连续 变化 . 
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将 以 上 结果 用 于 局 部 域 (Kpd) 以 及 其 上 的 分 形 空间 (K (K,) , h) 都 是 适宜 的 . 
例如 和 迭代、 压缩 、IFS、 拼 图 、 分 形 测度 、 代 码 空间 等 等 . 分 形 空间 (K(K,), h) FA 
相似 集 的 研究 还 可 参考 文献 [105], [114]~[120]. 分 形 插值 的 工作 也 是 刚刚 起 步 ( 欧 
氏 空 间 的 分 形 插值 可 参考 文献 [3], [49]). 


思 考题 


1. RHE: h (A, B) = max (d (A, B) ,d(B, 4)} 满足 距离 的 三 条 公理 . 

2. 试 证 : (4.3.1) 中 定义 的 d(z,3) = |z — y| 是 局 部 域 K 上 的 距离 , 使 得 (Kp,d) 成 为 完 
备 的 距离 空间 , 并 且 (K (K,) ,h) 成 为 局 部 域 K, 上 的 完备 分 形 空间 . 

3. RIE: 实 变 函 数 中 的 Cantor 三 分 集 属于 分 形 空间 (K (R) , d). 

4. 设 (区 (Kp),) 为 局 部 域 K, 上 的 分 形 空间 , WE: 定理 4.3.4 与 定理 4.3.5. 

5. BE (K(K,),h) 为 局 部 域 上 的 分 形 空间 , 试 证 定理 4.3.7 与 定理 4.3.8. 


第 5 章 局 部 域 KK。 上 的 分 形 分 析 


5.1 局 部 域 K, 上 的 分 形 维 数 


基于 局 部 域 为 底 空间 的 分 形 研究 虽然 才刚 刚 起 步 , 但 所 获 结果 表明 , 这 个 新 领 
域 是 大 有 作为 的 . 本 章 从 局 部 域 上 分 形 研究 的 基本 知识 开始 , 介绍 该 领域 的 最 新 成 
果 , 同时 介绍 有 意义 的 开 问 题 . 

本 章 中 , KK, 为 局 部 域 , p > 2 为 素数 , 这 里 K, 是 指 p RBM S, 与 p 进 数 
域 Ap. 本 章 的 参考 文献 为 [30], [36], [40]~[46], [86], 114]— [120]. 

5.1.1 Hausdorff 测度 与 维 数 

1. Hausdorff 测度 


对 于 集合 c Kp, & 
|Blq = sup {|x -y| : z,y € E) 
为 集合 E 的 直径 , 其 中 |z — v| 是 作为 距离 空间 的 (Kpd) 中 的 超 距 (ultra-metric) 
d(x,y) = |z — v|, 由 式 (1.2.8) 给 出 . 
+00 
对 于 已 c K, 与 整数 e Z, 称 集 族 (UH X E H n AA, HEC U U, 
i 


其 中 vU; c K, 为 开 集 , HAE |U;|, <p. 
定义 5.1.1 (s 维 Hausdorff WHE) 对 于 s>0 与 neZ, 称 


十 oo 
H? (E) -m {Soyo DEH ERn aa) 
j=l + 


为 E 的 近似 s 维 Hausdorff 测度 , 4 n 一 +oo Pf, 上 述 极限 显然 存在 ， 
dim, Hn (E) = H°(E), 


称 H°(E) A E #5 s #t Hausdorff 测度 . 
类 似 于 欧 氏 空间 情形 , 有 
定理 5.1.1 Hs(E) 与 H°(E) 是 外 测度 , 并 且 H°(E) 是 超 距 外 测度 . 
证 明 由 d(z,y) = |z -y| X Kp 上 的 超 距 而 得 到 . 
定理 5.1.2 H=*(E) 具有 平移 与 伸缩 不 变性 : 对 于 ACK, 有 
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(1) H’ (E + A) = H° (E), $P E +A = (z+À: z€ E); 

(2) H° (AE) = |A|* H° (E), 其 中 AE = {Xz : z € E). 

证 EQ). RU} WEN n BE. 则 (U, + A) E: E + À Hn 覆盖 , FR, 
H} (E + A) < Hš (E). 从 而 得 


H°(E +A) < H°(E). (5.1.1) 
另 一 方面 , 在 (5.1.1) PRA = -u € Kp, 得 H°(E — u) < H°(E). FE 
H’ ((E + p) — n) < H*(E + u) 蕴含 Hs(E) S H°(E + u). 由 Xu 的 任意 性 , 故 (1) 


得 证 . 
性 质 (2) 的 证 明 由 |AU|, = [Al sup (lz — yl: z,y € U) 得 到 . 


2. Hausdorff 维 数 


注意 到 s HE Hausdorff 测度 H* (E) 的 下 述 性 质 : 

引 理 5.1.1 BEC K, 是 非 空 Borel 集 , 若 存在 so € (0, +00), 使 得 H° (E) < 
+oo, 则 对 所 有 s > so, 都 有 H° (E) = 0; 若 存在 si € (0, +00), 使 得 Hs (E) > 0, 
则 对 所 有 s < s1, 都 有 Hs (E) = +0. 如 图 5.1.1 所 示 . 


P(E) warp +2 
| 0< 本 (B)<m 
wy 

于 是 , 对 任 一 E c Kp, 必 存 在 非 负 实数 0 < s = Dy (E) < +00, 使 得 
当 0<s<5= Dn(E) < +oo Bf, 有 H°(E) = +00; 
24 0 < Dy(E) =s < s < +00 Bf, # H°(E) = 0. 
XPT 0 < s < t< +co, 有 
H° (E) < +co > Ht (E) = 0, 
Ht (E) > 0 > H° (E) = +0, 


故 可 以 定义 Hausdorff 维 数 . 
定义 5.1.2 (Hausdorff 维 数 ) ”集合 EC Kp 的 Hausdorff 维 数 定义 为 
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dimy E = sup (s: H*(E) > 0} =supís: H°(E) = +oo) 
= inf {t: H°(E) < +oo} = inf (t: Ht'(E) =0). 


下 述 定理 是 Hausdorff 维 数 的 重要 性 质 . 

定理 5.1.3 Hausdorff 维 数 dimy E 具有 下 述 性 质 ; 

(1) (单调 性 ) E, c E; > dimy E, < dimy Ez; 

(2) (可 数 稳定 性 ) dimy (y a) = sup {dimy Ex}; 
k21 k>1 


(3) EC Kp = 0 < dimy E < 1; 

(4) dimy E = sup {dimy F : F C E, F € K(Kp)}; 
(5) Æ E c Kp 的 Haar 测度 |E| > 0, 则 dimy E = 1; 
(6) # E C Kp 是 可 数 集 , WJ dimy E = 0. 

证 明 留 作 练习 . 

3. Hausdorff 网 测度 


Hausdorff 网 测度 Hz(E) 的 引入 对 研究 局 部 域 分 形 很 起 作用 . 
定义 5.1.3 (Kp 中 的 网 ) 设 和 = (Ac Kp} 为 Kp 的 子 集 族 , 若 ve > 0, 
Vz € Kp, 3À € $, s.t. z € A, H |A|, < =, WEK # X K, 中 的 一 个 网 . 记 K, 中 所 有 
网 所 成 的 集 为 
M = {F = (A c Kp} X K, 中 的 网 }. 
Mid Kp 中 子 集 的 全 体 为 


2K» = {AC Kp: A 是 Kp 的 子 集 }. 
定义 5.1.4 (s 维 Hausdorff 网 测度 ) ”对 于 s > 0, VE €25», 称 


十 oo 
Hš (E) = F| ila: E c UU;, U; € Bila < m} 
j=1 2 
为 集合 E 在 网 $ 上 的 s 维 Hausdorff 网 测度 . 
对 于 Fi, Fo E M, 车 存在 常数 ci, c2 > 0, 使 得 VE e 25r, Vs > 0, 都 有 


1g, (E) < H§,(E) < c2H3, (E), 
则 称 网 G1 与 $2 彼此 等 价 , 记 为 Hi ~ Fo; 并 称 s HE Hausdorff 网 测度 HE (E) 与 
Hš,(E) 彼此 等 价 , 记 为 Hš (E) = Hš,(E). 
进而 , 若 VE e 2%>, Vs > 0, 都 有 Hš (E) = Hš,(E), 则 称 网 $1 与 82 强 等 价 ， 
记 为 @ = $o. 
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网 具有 强 等 价 性 . 

EE 5.1.4 = {3} 为 局 部 域 K, 的 网 集 , 2K 为 K, 子 集 全 体 所 成 的 集 
族 . H Gi, Fa, Fs, Ga, Fs EM 分 别 为 M 中 的 闭 集 网 、 开 集 网 、 紧 球 网 、 闭 球 网 、 
开 球 网 , 则 

=} = $> = $s = a = fs- 

证 ”由 局 部 域 的 结构 知 $3 =F. = $5. 

为 证 2k x g4, FEM E 8 2x ËJ n 覆盖 {Ej}, 它 至 多 是 可 数 的 . 假设 Ela = 
p™,nj >n. Ë z; € Ej, & U; = z; + Bn,, 则 由 局 部 域 结构 知 Uj D Ej, B. 


lUjla = Ejla =p", 
于 是 
VIE = ile 
3 7 
Al Uj € $4, 又 由 (E;) 的 任意 性 , 得 到 


efyn} -w{ eh, 


这 蕴含 H*(E) > Hš, (E). 
另 一 方面 , 由 2k > š+, MA H°(E) < Hy (E). 故 得 


H°(E) = Hš, (E), 


这 蕴含 2K = Fy. 于 是 2k = ga = 和 = $s. 
进而 ,由 2*? > g1 D 3a, f8 H°(E) < Hš, (E) < Hš,(E), HH H°(E) = H$,(E) 
得 
H°(E) = Hs,(E) = Hš, (E), 
这 蕴含 2Kr = $, = 84. 于 是 2: = $, = $s = $, = $s. 
再 由 2% D g2 D $s, 得 H°(E) < Hš,(E) < Hš, (E), 故 由 H°(E) = Hš,(E) 
得 
H°(E) = Hs,(E) = Hs, (E), 
这 蕴含 2K? =F. = Fo. 最 后 , 2K> =F = $> = #s = $, = $s. 定理 得 证 . 
这 个 定理 的 意义 在 于 : 在 局 部 域 K, 的 情形 , 为 计算 Hausdorf 测度 , 可 以 根据 
具体 情况 选择 强 等 价 网 覆盖 中 的 任 一 种 : 2K> = $1 = $> = = 全 = Ts. 例如 , 取 
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Fa 或 Gs. 因此 对 。 维 Hausdorf 测度 用 
+00 

下 的 二 到 这 {5 Il: UU; > E 22 E KERB, Us|, < >| 
£ 


表示 , 将 是 很 简便 的 . 
例 5.1.1 局 部 域 上 的 Cantor 型 集 . 
在 1.2 节 中 定义 了 Ks 中 的 Cantor 型 三 分 集 Cy. 本 例 中 , W p > 2 为 素数 , 对 
p 级 数 域 Kp, RIG BE Kp, |B| =p". 对 于 0<q<p-1, 作 
W=D= (z € Kp: |x| <1}, 
=(0:P+B')U (28° + B?) UU ((P-9) 6? + B!), 
ea B +0-6' +B?) U (1-69 +2- #48) U —-- 
U (1-8 +(p-4): 8" +B), 


令 


# Cg 为 局 部 域 K, 上 的 Cantor 型 集 . 可 以 将 Cg 改写 为 


十 oo q" 
= ñ Uhi 
n=l i=1 
其 中 
Ta=1-6°+B, ha=(p-q+1)P+B',---, ha = (p— 189 + Bt, 
ba =1:6+1:81+B2, +, he = (p Saha. 1)6' + B2, 
1 (5.1.2) 


Cantor 型 集 的 构造 过 程 归纳 为 : 从 D = B° 中 取 走 0.60 +B, 239+ B1,…， 
(p 一 9)B° + 也 ,保留 ha, Tie. +++, Da 然后 重复 这 个 过 程 ; 在 第 n 步 后 , 余下 的 
RA Ini, L. ooo Tea B nila = p7”. Ina Ina, o Inar 位 于 Cantor 
型 集 C4 的 第 n 层 (如 图 5.1.2). 

现在 来 求 Cantor 型 集 的 Hausdorff 测度 与 维 数 

引 理 5.1.2 ”对 于 Cantor 型 集 Cg = 4 U Ini, 以 及 任意 球 U c D c Kp, 

假设 
UNG #2, Ula =p 
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图 5.1.2 
且 对 任意 固定 的 ! e N, 存在 与 U,t 无 关 的 s, 使 得 
5 ihig lUi (5.1.3) 
ha CU 


成 立 , 这 里 球 Ti C 满足 : TiN Liye = @, iZ k; Iila = p 则 断言 s = a 


证 “对 于 任意 固定 的 !e N, 由 Cg 的 构造 , 可 假设 存在 q 个 互 不 相交 的 球 
Li 直径 为 p, 且 都 包含 在 U 中 , 并 满足 (5.1.3). TÆ, 由 


gt 


(ty == Y l= Ened- t (p7) 
La CU 
得 到 
itp-ts = pb， 


q 了 
此 即 git = pD, AE s = a 引 理 得 证 . 


定理 5.1.5 BK, Ap ate, 则 对 于 其 上 的 Cantor EE Cg = 他 Ü Ina 
有 

(1) G8 的 Haar 测度 |C8| 为 零 , |C8| = 0; 

(2) C9 的 s= a 维 Hausdorff 测度 H*(C2) 为 1, H*(C8) = 1; 

(3) Cg 的 Hausdorff 维 数 dimyC3 为 dimaCyg = Pr: 

证 首先 证 明 Hs(CZ) =1, s= at 

为 此 , 只 需 证 : 对 于 Cg 的 任意 球 覆盖 (Ui, U2,---}, UU; > C4, UNCI #2, 

; 


Ing 
5 一 = —. 
> lUjla=1, s inp 
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Ko HRSA i= Lu. n 一 12 BERME, tevin eN, 并 
ARR, 从 而 08 = T Ü tn ARIK. RP, ZERBI {Ui Us,…} 中 , 存在 有 限 
覆盖 (Ui, U2, Um}, 使 得 U, Uk = 2, j Z k, A 

ac Uw. 


进而 , W N 是 使 得 |0;|s <p, 1 < j < m 的 最 大 整数 . 选取 k > N, 使 得 每 
AER Ii 都 包含 在 某 个 U; 中 . 于 是 , 据 引 理 5.1.2, 有 


H*(C%) = == > X mis Sint- 


j IkaCU; i=l 
seh a= TE, al =o 
fff Haar RUBE, (O| = 0, 可 直接 由 o = TF Ü, r 计 算 而 得 到 
定理 5.1.5 的 证 明 完全 利用 了 局 部 域 的 特点 , SUK SRT MEAT, 体 
现 了 局 部 域 分 析 方法 的 优越 性 . 
5.1.2 SHER 
1. 预备 引 理 


对 于 集 E c Kp, 正 整数 n e N, 使 用 以 下 记号 : 

N,(E): Kp 中 覆盖 E 的 直径 为 p-n 的 球 的 最 小 个 数 ; 

Nx(E): K, 中 覆盖 E 的 直径 至 多 为 p "n 的 球 的 最 小 个 数 ; 

M,(E): K, 中 直径 为 p” 的 球 心 在 E 中 的 互 不 相交 的 球 的 最 大 个 数 . 
由 局 部 域 的 结构 可 知 , N. (E), N: (E) 中 所 述 的 球 也 都 是 互 不 相交 的 . 
引 理 5.1.3 BECK, n € N, W 


Nn(E) = N*(E) = Mn(E). 


证 首先 证 Na(E) = Nz (E). 
显然 ,Ni(E) < Nn(E). 为 证 Ni(E) > Nn(B), $ {Ui,U2,--- ,Unx(g)} BH 
BEZH p 的 E 的 覆盖 , UNE Z @, 1 < j < N;(E). 不 失 一 般 性 , TR 
[ila = [Vala = +++ = [Urla =P 
IUila < p77, k< j< Na(E), 


HH 1 <k < N*(E). 
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下 面 证 明 下 述 断 言 : 对 于 所 有 满足 ¿Z j, k < ij < NiE) 的 i 与 j, 都 有 
d(U;,U;) > p™. (5.1.4) 


事实 上 , 若 存 在 某 一 对 i, j, WIA j, k < ij < N; (E), EA d(U;,U;) <p, 
则 因 Vila < p7”, |U;|, < po, 由 局 部 域 的 结构 , 得 到 


IUiUUla sp ™. 


FR, 存在 一 个 新 球 , WH Uo, 使 得 U,UU; c Uo 且 |Uols = p "n. 这 与 Ni (E) 是 
直径 至 多 为 p-" 的 覆盖 E 的 球 的 最 小 个 数 相 矛 盾 . 于 是 , 断言 (5.1.4) 成 立 . 

现在 , 对 于 任意 满足 k < í < Ni (E) 的 i, 固定 某 个 z, € UNE, UPR 
j#i, k<i,j< N*(E), 有 d(zi + B",U;) > 0. 人 而 d(x; + B",z;) > 0. 

这 样 , zj é zi 十 B", JAI (zi + B") N (z; + Bn) =Ø. 故 推 得 


d(zi + B",a; + B") > 0 
对 于 所 有 满足 k<i,j < Ni(B) Mi, j 成 立 . 于 是 
Uy, Ua, +++ Uk, za +B”, +++, ZN:(E)+ B": 


成 为 互 不 相交 的 具有 直径 p 的 E 的 新 覆盖 , 因此 得 到 M(E) < NiE). AT 
N*(E) = Na (E) 得 证 . 

其 次 证 Nn(E) = Mn(E). 

为 证 Na(E) < Mn(E), Ë (A; 是 半径 为 p-" 的 集 E AER BE ate. 不 失 一 般 
HE, B vj, A ANE Z ©, GRR A; 的 球 心 必 在 E 中 . 由 局 部 域 的 结构 , 任意 两 
个 球 只 有 两 种 位 置 : 互 不 相交 , 或 一 个 包含 在 另 一 个 之 中 , 故 据 M,(E) 的 定义 , 必 
有 

Nn(E) < M, (E). 


反之 , 为 证 N,(E) > M, (E), 设 {E Ez, ,EN,(g)} 是 半径 为 p 的 集 
E 的 球 覆 盖 , B. ENE Z @, j = 1, N. (E). XW {AP Fue} 是 
半径 为 pr 而 球 心 在 集 E 中 的 互 不 相交 的 球 集 ， 于 是 , vi, 1 < í < M.(E), 
存在 zi e RAE. Mill, 对 于 此 zi e RAE, 存在 相应 的 Ej, 使 得 ri € E; € 
{Bi Ez,… Ev, (g), 这 蕴含 E; = Fi. 

因此 , Vi, 1 < í < Mn(E) 确定 一 个 j, 1 <j < Nn(B), 使 得 E; = Fi. 再 由 于 两 
个 球 集 (E, Ez,… ,En,(p)} 与 {Fi, Fae , Fm,(E)} 中 的 球 都 是 互 不 相交 的 , A 
此 得 到 Mn(E) < Nn(E). 引 理 得 证 . 

注意 到 , 在 欧 氏 空间 情形 , 上 述 引 理 并 不 成 立 . 本 引 理 给 出 了 在 局 部 域 中 求 分 
形 集 的 测度 与 维 数 时 特别 方便 的 依据 . 
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2. £K (box-counting dimension) 
定义 5.1.5 ( 盒 维 数 ) REE 2K? 为 K, 中 的 有 界 集 , 分 别称 


dimgE = limsup in Nn(E) , dimpE= lim inf in Na(E) 
nat ninp =+% ninp 


为 集合 E 的 上 金 维 数 与 下 人 金 维 数 . 当 dimsE = dimpE = dimz E Bf, 称 dimg E 
WE fh ae apa. 

定理 5.1.6 i E c 2X 为 局 部 域 K, 中 的 非 空 有 界 集 , WEE FARRA 
如 下 表示 : 


-n ify 
Ting E = limsup [1 + mE (p mee}, dimg = timint {1+ PEC Y), 
n—+oo ninp n+00 ninp 


这 里 |E (e)| ÆRA E (e) = (z € Kp: d(x, E) <s}( 集 已 的 = 邻 域 ) 的 Haar 测度 . 
证 ” 仅 证 明 上 盒 维 数 的 情形 . 
假设 E 能 被 半径 为 p-" 的 互 不 相交 的 N (E) AREN, 则 集合 E BJ e= p” 
邻 域 E (p-") 也 被 这 M(E) ERB, 于 是 


|E(p-")| < Nn (BE)p™. 

另 一 方面 , 所 有 这 N,(E) 个 互 不 相交 的 球 也 被 E BJ p-" WR E (p-") 覆盖 , 故 有 
|E (p”)| > Nn(E)p™. 

FÆ, |E (p-)| = Nn (E) p7”. 将 其 代入 dims E, 得 


s= ; n(E Inp" |E(p-")| _,. 
op top a a tne {t+ 
定理 得 证 . 
定理 5.1.7 W E c 2x 为 局 部 域 K, 中 的 非 空 有 界 集 , WE TRARA WM 
下 性 质 : 
(1) dimy E < dimgE < dimpE; 
(2) dim, E 与 TmsE 是 E 的 单调 增 函数 ; 
(3)0<dimpE < 1, 0 < dimgE < 1; #% |E] > 0, WW dims E = 1; 
(4) dms (E) U E2) = max {dims Ei, dims E2}; 
(5) dimgE = dimgĒ, dimgE = dimp E, HP E Æ E 的 闭 包 . 
ME (1) 中 第 一 个 不 等 号 推导 如 下 : 


s < dimg E > H*(E) = +% = 3 no EN, s.t. Hi(E)> 1,Vn > no; 


nigi, 


ninp 
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另 一 方面 ， 
H; (E) < Nn(E)p ™ > 1 < Hy(E) < Nn(E)p-™, Yn > no. 
联合 上 述 两 结果 , 得 到 dimy E < dimp E. 第 二 个 不 等 号 由 定义 得 到 . 
(2) B, C Ez => Nn (E1) < Nn (E2), Vn EN 过 上、 下 盒 维 数 单调 增加 . 


= N In|E(p~")| š In|E(p~")| 
= 十 一 -一 一气) 一 = Sev Ae 
(3) dimg E = limsup {i 1 lim sup š 1 no <1 


= dimgE < l; 


又 
|E| > 0 > dimg E = 1 > 1 = dimy E < dimgE < 1 > dimgE = 1. 
(4) 由 单调 性 
dims (Ei U E2) > dimgEi, dims (E) U E2) > dims Ez 
= dims (E, U E>) > max {dims £,, dims E2} ; 
另 一 方面 ， 


Va > max {dims £1, dimp E2} = 足够 大 的 ne N,Nn(Ej) <p", j=1,2 
> Nn (E1 U E2) < Nn(B1) + Nn(E2) < 2p"° 
= dima (B, U Ex) <a 
= dims (E) U E2) > max {dimz E), dimz E2} - 
(5) E c E > N,(E) < Nn(E); 
反之 , Bry Un ,Uk} 是 半径 为 p-" 的 球 集 , B. Ü U, > E 
j=1 
> Ú U; > 互 ( 局 部 域 中 的 球 既 开 又 闭 目 紧 ) > Nu (E) < M(E); 
J 


合 Nn(E) < N, (E), N, (E) < N,(E), 得 N, (E) = Nn(E). 于 是 (5) 得 证 . 
3. 重要 例子 
下 面 构造 上 、 下 盒 维 数 不 相 等 的 紧 集 ( 称 为 Cantor 型 集 )C C K, 的 例子 . 取 
gu aay HB 2 <a, <a <p- Mot, HE EB <s<t< BB. 
O 对 于 a 5 p, 构造 Cantor 型 集 CH, 如 例 5.1.1. BIL, 其 中 的 qi 个 半径 为 
po 的 球 Ba, a2, ++ ha 满足 


a (pt)? <1. (5.1.5) 
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加 在 Ynimwm = 1,… , P, 如 例 5.1.1 中 的 方法 , 构造 Cantor WR C8 的 
第 b 层 , 其 中 ky 足够 大 , 满足 


aids (p72)! = apt (gap) > 1. (5.1.6) 


@ 在 C8 的 第 k BERA p ™ 的 球 Th, mm = 1,2,--- a 中 ,构造 Cantor 
型 集 CD 的 第 k. 层 , 其 中 kalko > ki) 足够 大 , 满足 


ee -ski 
ogg (p 1—ks—i ka)? = qp (1+k1)s (qr ap *) <1, (5.1.7) 


由 qu qns, 所 满足 的 关系 , 不 难 验证 上 述 ky 55 ky 是 存在 的 . 

O 继续 以 上 步 又, 得 到 自然 数 序列 (k;) j e N; 同时 得 到 一 个 Cantor 型 集 , 记 
为 Cc Kp. 

定理 sas B2<n<msp-l BE < 。< + < TE, 则 如 上 构造 的 


Cantor 型 集 C c K, 的 上 、 下 盒 维 数 满足 <s<t< amao. 
证 ”由 上 述 构造 步骤 ,有 


N(C)= w, Ni (C) = ngs, Nuri (C) = 02 qt, 5 


qh 1 Pas | 


of 
PP, Nuskrtkathay-rthay (C) =q108 gy? + a 


Niskrtkakasa (0) = at? + 


因此 


dimpC < m 


In Nitkrtkzt. ka (C) lm — agia gt” 


一 tkeo (1 二 ki 十 kz 十 … 十 k2;) lInp Ske (+h kat kuytan < 


<s; 


Te In Nitkrtkri:kas: (C) š Ingigh gk? ge! 

C > — lim >t 
dmpC > im GEk tkt- + np jo th thot Theme? 
定理 得 证 . 


5.1.3 ”填充 测度 与 维 数 
1. 填充 (packing) 测度 与 填充 维 数 


定义 5.1.6 (填充 测度 与 维 数 ) YEE 为 K, 中 的 非 空 集 , 称 K, 中 半径 
至 多 为 p” 的 互 不 相交 的 球 族 {Uj} 为 E ËJ n RAR, 若 vj 都 有 UNE Z @. 
设 s>0,neN, 记 


十 oo 
Ps(E) = sup {Sw {Uj} Ein ssc} ; 


jal 
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preP*(E) = lim P(E) 


为 已 的 s 维 预 填充 (pre-packing) 外 测度 . 
易 见 , 对 于 0 < s < t < +co, s 维 预 填充 外 测度 成 立 


preP*(E) < +oo = preP!(E) = 0, 

preP'(E)= +oo = preP'(E) > 0. 
相应 地 , 称 

predimp(E) = sup (s : preP*(E) = +00} = inf {s : preP*(E) = 0) 
ARK E 的 预 填充 维 数 . 
进而 , 称 N 
P'(E) = int {5 ro (E): E= ya} 
i=l + 

Ay E BJ) s 维 填充 测度 ; 称 


dim p(E) = inf {sup {preaimp (Ej): E= yah 


AE 的 填充 维 数 . 
例 5.1.2 ”局 部 域 中 集合 的 s 维 预 填充 外 测度 
设 


S= (0.0. Bh, SH (ACS: 4 是 于 中 有 限 个 元 的 和 所 成 的 集 } . 
Rs =1, 则 易 见 单 点 集 {8*}, 有 
preP! ({8*}) =0, k=1,2,.…. 
B S # D PRE, A 
preP1(S) = 1. 


s 维 预 填充 外 侧 度 不 是 外 侧 度 , 事实 上 , 由 prePl (S) = 1 35 preP? ({B*}) = 0, 
有 
1 = prePl(S) > S“ prep! ({8*}) =0, 
k=0 
这 与 外 侧 度 应 满足 的 不 等 式 相悖 . 
例 5.1.3 ”局 部 域 中 Cantor 型 集 C2 的 预 填充 维 数 predimp (C8) . 


51 局 部 域 K, 上 的 分 形 维 数 .177 - 


定理 5.1.5 中 的 E 的 n 覆盖 也 是 E 的 n 填充 , 因此 


Ing 
predimp (Cg) = s = ip. 


关于 s 维 预 填充 外 测度 preP* (E), s 维 填充 测度 P(E), MAREX predimp(E). 
填充 维 数 dimp (E), 有 如 下 性 质 : 
定理 5.1.9” 设 s > 0, 则 对 于 非 空 集 E c Kp 有 
(1) H°(E) < P*(E) < preP*(E);dimy (E) < dimp(E) < predimp(E); 
(2) dimgE = predimpE; #7 dimp E 存在, WJ dimp E = predimpE. 
证 (1) A E ËJ n 覆盖 也 是 它 的 n 填充, 故 vn e N, 有 
A, (E) < P. (E), 
这 蕴含 (1) 中 的 H°(E) < preP°(E). (1) 中 不 等 式 H°(E) < P°(E) 的 证 明 如 下 . 
注意 到 Hausdorff 测度 的 一 个 性 质 
H*(E) = inf 位 H’ (Ei): E= ya} š 
再 由 H*(B) < preP*(E), 得 
H*(E) = inf {= H’ (E): E=U a 
<inf [E= meo : E= ya} = P*(E). 
(2) É s > 0, 因 M,(E)p-"* < Ps(E), 从 而 
lim sup Mn(E)p ™ < preP*(E). 
n—+o 
于 是 
s > predimp(E) = preP*(E) = 0 > limsup M,,(E)p-™* = 0 
n—+oo 
= s > dimgE = predimp(E) > dimgE. 
欲 证 相反 不 等 式 , 当 predimp(E) = 0 Bf, 显然 有 0 = predimp(E) < dimpE, 
故 只 需 对 于 predimp(E) > 0 证 明 不 等 式 . 
设 predimp(E) > 0, M0 < a < s < predimp(£), 归纳 地 定义 自然 数 子 序列 


{nj}: 
s < predimp(E) > preP*(E) = +00 = B no, s.t. 
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十 oo 
PS(E) = wf Set : {Uj} Æ E ËJ no waw) >1 
j=1 
> 若 nj 已 经 定义 , 选取 一 个 nj 填充 族 (U;),s-t. > lU; > 1. 

B je = #{U;: Ula =p t) M 


十 oo 
Dr i=) Ul >1 
k=0 
= 3k e NU (0), s.t. po jn > p ke (1 — p°), 否则 ,有 》 pj 1. 从 而 


k20 
确定 wj+l = k + 1. 至 此 , 自然 数 子 序列 {n;} 得 以 确定 
= Yny, 定义 填充 族 (V, : 1 < i < ju}, s-t. |Vila = PF", jk > p69 (1 - p7’) 
= Men (E) > jk > pO?) (1-p7°) > dimgE > s-a, H a PEERED 
= predimp(E) < dimg E. 
定理 得 证 . 
填充 测度 是 一 种 外 测度 , 它 与 Hausdorff 测度 具有 类 似 的 性 质 , 具有 单调 性 、 可 
数 稳定 性 (如 定理 5.1.3 (1), (2)). 
例 5.1.4 ”局 部 域 上 Cantor 型 集 Cg 的 填充 维 数 dimp (C4). 
定理 5.1.9 与 例 5.1.3 给 出 i 
dimp (C2) = me 
2. 各 种 维 数 的 关系 的 例 
综 上 讨论 , 在 局 部 域 K, 上 各 种 维 数 有 如 下 关系 : 
dimg(E) < dims (E) < dimg(E) = pre dimp(E), 
dimg(E) < dimp(E) < dimg(E) = predimp(E). 
这 些 关系 之 间 的 “<”, 是 否 有 例子 使 得 不 等 号 成 立 ? 5.1.2 节 中 的 重要 例子 Cantor 
型 集 C 与 定理 5.1.8 给 出 dim,(C) < dimp(C). 现在 给 出 dimy(E) < dimp(E) 的 
例子 . 
例 5.1.5 取 例 5.1.2 中 的 5={P,B1,… ,PB*,…} 与 
S= {4cS: 4 是 于 中 有 限 个 元 的 和 所 成 的 集 } , 


下 面 证 明 dimy S = 0 < 1 = dimp S. 
事实 上 , 由 S 是 可 数 集 , 故 dimy S = 0; 另 一 方面 , S 在 D PRB, S = D, 故 


dimgS = dimg 5 = dimg D = 1. 
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局 部 域 Kp 上 其 他 类 型 的 测度 与 维 数 , 还 有 许多 有 趣 与 有 用 的 开 问 题 , 例如 相 
似 性 维 数 、Fourier 维 数 、 谱 维 数 、 容 量 维 数 、 信 息 量 维 数 、Liapunov 维 数 , 等 等 , 如 
何 定义 , 有 何 用 处 , 都 有 待 于 研究 . 还 可 以 从 量 纲 函数 的 角度 出 发 , 推广 局 部 域 上 的 
各 种 测度 与 维 数 . 这些 开 问题 都 将 吸引 数学 工作 者 和 科学 工作 者 在 以 后 的 科研 工 
作 中 进行 . 

思 考题 

1. 试 证 定理 5.1.3 (2)~(6). 

2. 研究 在 几 种 几何 变换 下 维 数 的 不 变性 : 平移 、Lip 变换 、 自 相似 、 自 仿 . 

3. 局 部 域 中 的 开 集 、 闭 集 、 紧 集 的 Hausdorf 维 数 有 何 规则 ? 

4. #4 E C Kp 的 Haar 测度 为 正 |E| > 0, 试问 该 集 的 Hausdorff 测度 如 何 ? Hausdorff 
维 数 又 如 何 ? 

5. 研究 dimy (E) < dimp (E) < dims (E) = predimp (E) 中 成 立 等 式 与 不 等 式 的 集合 . 

6. 研究 dimy (E) < dimp (E) < dims (E) = predimp (E) 中 成 立 等 式 与 不 等 式 的 集合 . 

7. 从 量 纲 函数 的 概念 出 发 ， 建立 局 部 域 上 的 测度 与 维 数 . 


5.2 局 部 域 Kp 中 集合 维 数 的 分 析 表 示 


本 节 的 主要 目的 是 建立 局 部 域 中 集合 的 各 种 维 数 的 分 析 表 示 (4511861, 
5.2.1 局 部 域 中 的 Borel 可 测 集 、Borel 测度 


本 节 在 5.1 节 的 基础 上 , 研究 局 部 域 K 的 Borel 集 类 B (K,) 中 的 Borel 集 ， 
以 及 相应 的 测度 与 维 数 . BLK, 上 的 Borel 测度 所 成 的 集 为 NM(Kp) = (n : n Ë: K, 
上 的 Borel 测度 }, 相应 的 测度 空间 为 (Kp, B (Kp) ,1), VE E B (Ky) 5 u € N(Kp). 

子 集 E c K, 的 Haar 测度 记 为 |E|, 0 < |E] < oo. Haar 测度 是 K, 上 的 Borel 
测度 , 将 测度 空间 (Kp, B (Kp), u (E) = |E|) 视 为 一 般 测度 空间 (Ky, B (Kp), n) 的 
特例 . 进而 , 对 分 形 空间 (K (Kp), h) RE K (Kp) C B (Kp). 

紧 集 与 开 集 的 Borel 测度 有 如 下 性 质 : 

(1) V RAR E e K (K,) > 0 < pj(E) < +00; 

(2) V FAR E e B (Kp), E Z Ø = 0 < (E) < +00. 

定义 5.2.1 (Borel 测度 的 支 集 ) BH pe N(Ky) 为 K, 上 的 Borel 测度 , 称 


suppa = AN {ys : plu,(E) = 0,U; C Kp 是 开 集 ,VE C x] 
了 


为 Borel 测度 u 的 支 集 . 
HENA, Bore) 测度 的 支 集 为 闭 集 . 
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5.2.2 ”分 布 维 数 


对 于 局 部 域 中 的 非 空 集合 E c Kp, 在 5.1 节 定义 了 s 维 Hausdorff 测度 与 
Hausdorff 维 数 , 定义 5.1.1 与 定义 5.1.2 是 从 覆盖 的 角度 出 发 的 , 现在 要 给 出 Haus- 
dorf 维 数 的 分 析 定义 , 这 对 于 从 分 析 角 度 出 发 研究 分 形 是 大 有 好 处 的 . 


1. 分 布 维 数 (distribution dimension) 

首先 给 出 一 个 在 分 形 分 析 中 起 关键 作用 的 引 理 . 

引 理 5.2.1 BECK, 是 非 空 Borel 集 , 且 对 某 个 0<d< +co 有 H4 (E) = 
+oo， 则 存在 紧 集 F c€ K(K,), F C E, 0 < H4(F) < +oo, H 3b > 0, ## vl e 
Ziel 

H< (ENB) < bp, 
其 中 Bhi = z + Bi, zá € Kp WHAT, B. BY) BY = @, k # 1. 

这 个 引 理 的 证 明 , 在 经 典 情形 可 参看 文献 [12], [36], 局 部 域 情形 留 作 练习 . 

定义 5.2.2( 空 间 BYP (K,)) W @ c K, 为 非 空 闭 集 , Haar 测度 |O] = 0. 对 
F sER,0<r,t< +o, 定义 B 型 空间 BY, (KEp)( 定 义 4.1.3) 的 子 空间 

BIP (Kp) = (f e Bh (Kp): (f,9)=0,Vp e S(K,), yle =O}, 
其 中 ple Ë ç Æ O 上 的 限制 . 特别 地 , 取 s = mr = t = oo, 得 Hilder 型 空间 
C° (Kp) = BS (Kp) 
与 子 空间 
C%9 (Ky) = BES (Kp) - 

31 5.2.2 当 s< or = E - 1) , 0 < nt < +oo 时 , BE? (K) 由 奇异 分 
布 组 成 Ë 

证 XF 0 < r,t S +oo, s > c, = (: = 1) ， 据 定理 4.1.3(5) 知 此 时 

“< + 
Bš, (Kp) C LL,。(Kp), 故 由 正则 分 布 组 成 . FÆ, 对 于 |6|= 0, 40 < r,t < +00,8 > 
or 时 , 有 
suppf CO, Vf e B (Kp). 


故 B39 (Ky) = (0). RAZ, 当 0 < mt < +oo, s < or Bf, BAO (Kp) 由 奇异 分 布 
组 成 . 


定义 5.2.3 (分 布 维 数 ) W E c K, 为 非 空 Borel 集 , |E| = 0, 定义 E 的 分 布 
RRA 


dimp E = sup {d: C7**4 (Kp) # {0} 对 某 个 紧 集 A e K(K,),A C E}, 
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这 里 C-1+4A (Kp) Z (0) 表示 空间 C-1+4A (Kp) 是 非 平 凡 的 . 
定理 5.2.1 ”分布 维 数 dimp E AM FER: 
(1) E), C E> > dimp E; < dimp Es; 
(2) X} E e K (Kp) 为 紧 集 , 则 


dimp E = sup (d: C-1t&E(K,) Z {0}}; 
(3) # E c Ky, |E| = 0, W 
dimp E = sup {dimp © : © C E,9 € K (Kp)}; 


(4) 0 < dimp E <1. 

证 (UEP (4), 其 余 三 个 性 质 留 作 练习 . 

若 -1+d > 0, 对 于 紧 集 eK(Kp), 有 C-1+4 (Kp) = (0), 成 为 平凡 的 . 但 
Æ, C-1+4e (Kp) # (0) 为 非 平凡 , BA —1 + d < 0, RAS d< 1. 

另 一 方面 , 为 证 dimp E > 0, 注意 到 狄 拉克 分 布 5 e C0C-! (Kp), 这 是 因为 
eee eee (:-1) = 0, 因此 , # (0) = À C E, 则 6 奇异 
分 布 必 属 于 C-1 (Ky) = Bxl (Kp), # C7? (Kp) 是 非 平 凡 的 . 然而 , 单 点 集 {0} 
可 用 E 中 任 一 点 代替 , 从 而 


dimp E = sup {d: C7H4 (Kp) + {0} SEAR A € K (Kp), A C E) > 0. 


分 布 维 数 的 意义 在 于 : 它 是 Hausdorff 维 数 的 一 种 分 析 表 示 . 为 证 明 这 个 事实 ， 
先 证 明 两 个 重要 引 理 . 

引 理 5.2.3 HOC K, 为 非 空 Borel $, |@| = 0, 则 

(1) Vs < 0, C%9 (Kp) # {0} © {p e S(K,) : yle =0} 在 Bir (Kp) 中 不 稠密 ; 

(2) Vs < 0,1 < r < +00, BBS (Kp) # {0} + (ee S(K,): plo =0} Æ 
Bot, (Kp) 中 不 稠密 

证 @() 据 (BEY(Kp))” = Boooo(Kp) = C*(Kp), 由 Habn-Banach 定理 , 存在 
非 零 的 f e C=Ə(K,), 故 C%9(K,) Z (0) 非 平凡 , 从 而 


{y ES(Kp): yle=0} s By! (Kp). 
反之 , 若 存在 非 零 fe C"e (Ky), WYE {p ES): Glo = 0) ç BiH), 否则 
将 导致 矛盾 . 


(2) 的 证 明 类 似 于 (1), 只 要 利用 等 式 (Bos (Kp))”= B, (Kp) 即 可 . 
引 理 5.2.4 BOCK, 为 非 空 紧 集 , dimg O < 1, MJ Vo, dimy O < p <1,# 
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(1) {p ES(Kp): yle = 0) 在 BI” (Kp) 中 稠密 ; 

(2) {p eS(Kp): ple =0} Æ Bat (Kp) PRR, 1 < r < +co. 

iE (1) 分 三 步 证 明 . 

O 不 失 一 般 性 , KH Oc D, HO 的 紧 性 ， Vn > 0, Vi € N, 存在 有 限 球 覆盖 


{Uj}, Wila < P, j= 1,2,... ,N, 使 得 》 IUl < n. 于 是 , 存在 N 个 正 整 数 
{krka kin}, k; > i, 使 得 a 
UND = z; +B", 
其 中 |B! | =p < p~. 
@ XF D = (z € Kp: |z| < 1) matan a) = { 
在 函数 o e S(K,), elə = 0, 使 得 


1, z€ D, 


ve > 0, # 
0, z € D, 


lle — oll BzH) < E 
N 
事实 上 , $ p(z) = ( - ou, e) Solz), 这 里 oy, 是 U; 的 示 性 函数 . T 
j=1 
然 , ple =0 Ë ç e S(K;). 有 


N 
p-d =) oy, $o. 


j=l 
为 估计 其 范 数 , 用 等 式 
0, k > k;, 
$, pti * Pk(T) = pRB, p(s) — p SB, p(T), 1<k< k, 
了 6. + p (z), k=0. 


其 中 pk = np 一 ph 1B yea, k = 1,2,--- ;wpo = Oo. 于 是 得 到 


l= Polar (K,) 


N N 
- [E= =|D Suno 
p Bgt) i= B+ K) 
N N 十 oo 
= DDL < > (Saco 人 BB * wx a) 
j=1 Bat) il \k=0 
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N k; N 
< > (= +2》、 mes) <c (pepe) 
j: k=1 j: 


j=1 


其 中 c 为 与 了 无 关 的 常数 . 

@ if (ç e S(K;) : 9le= 叮 = By’ (Kp). 

S(K,) 在 BIP (Kp) PRB, 只 需 证 : Vg € S(K,), Ve > 0, 存在 pe 
S(Kp), ple = 0, 使 得 |g 一 yllpseni(k,) < E- 

事实 上 , Vp e S(K,) E: D 的 示 性 函数 的 平移 、 伸 缩 的 有 限 线性 组 合 , 因此 , 由 
四 得 


|eC- A) o ( -hlaz <E WR E Kp 
lle(h:) — Bo (hlaz) <E Wh € Kp. 


故 @ 得 证 . 从 而 (1) 得 证 . 
(2) 证 明 也 分 为 三 步 . 
@ AUF (1) 的 @. 
@ 证明 : 对 于 1 < r < too, 对 于 go (z), UR Ve > 0, 存在 pe S(K,), 使 得 


lp- Sol pse a) <E. 
事实 上 , 1 < r < +oo # r” > 1, 故 存在 唯一 的 L 8 N, 使 得 1<r <1+1. 对 
于 覆盖 紧 集 6 c K, 的 球 族 {U;} 六 1, 存在 包含 于 U; 的 球 V, 使 得 Vil, = U|. 


j=l’ 
于 是 
WYND =z; + BHD, 


N 
£ ç(z) = (: -Dy e) go(z), W 


j=l 


N 
J ®rst) 


j=1 


B Jy (Kp) 


gji 
Br (Kp) 


N 
5222 
j=1 


ly- Soll =+} = 
BTE (k) 


, XV 
了 
pry * ve(2)| as) 


十 oo 
D3 petk f 
K, 


k=0 p 


< 


jal 


N R(t) » 
<> pDr 4 o > pp+ ky RRs (+) pk 


k=1 
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N 
< a> (° —k;(l+1)r. pe —p) Jatan)” < <a te <can, 


j=1 j=l 

这 里 ci, c2, cs 均 为 不 依赖 于 7 的 常数 . 

@ 的 证 明 也 与 (1) 中 @ 类 似 , 得 到 

(ES): vle=0= Bi, | Kp). 

引 理 得 证 . 

2. 分 布 维 数 与 Hausdorff 维 数 的 关系 

定理 5.2.2 W E c K, 为 非 空 Borel 集 , 且 其 Haar 测度 为 |E| = 0, WJ 

dimp E = dimy E. (5.2.1) 

证 ”证明 分 为 三 步 . 

第 一 步 . 证 明 : 车 (5.2.1) 对 每 个 紧 集 O c E 成 立 , MX Borel HK E, |E| = 0 
也 成 立 . 

事实 上 , F VO < K (Kp) RR, O c E, 有 dimp 6 = dimy O, 则 由 定理 5.2.1 


(2), 有 
dimp © = sup (d: C1448 (K,) Z {0}}, 


得 到 dimy O = sup {d: C-1+4 (Kp) Z {0}}. 
另 一 方面 , 对 于 Hausdorff 维 数 , 据 定理 5.1.3 (4), 有 


dimy E = sup {dimp ©: @ c E, © € K(Kp)}; (5.2.2) 
而 据 定理 5.2.1 (3), # EC Kp, |E| = 0, W 
dimp E = sup (dimp 8 : © c E, © € K(Kp)}; (5.2.3) 
但 由 假设 , 等 式 (5.2.1) 对 于 紧 集成 立 , 即 
dimp © =dimy ©, VOCE, © e K(K;), 


所 以 , (5.2.2) 中 的 -dimp © 与 (5.2.3) 中 的 dimy ©, 对 于 每 个 c E, @ € K(K;,) 
是 相等 的 , 这 就 证 明了 第 一 步 的 结论 . 
第 二 步 . 证 明 : 对 非 空 紧 集 8 c E, Ə < K (Kp), |@| = 0, A dimy 9 < dimp 8. 
事实 上 , 当 dimy O = 0 Bf, 据 定理 5.2.1 (4), 0 < dimp 8 < 1 8 


dimy 8 = 0 < dimp 8. 
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下 证 : # dimy © > 0, 也 成 立 dimy O < dimp O. 推导 如 下 : 
dimy © > 0 > Vp > 0, 0 < p < dimy O 蕴含 H?(8) = +00 
= 3À € K(K,), ACO, 3b > 0, s.t. 0 < HP (A) < +0, E VI € Zt $j i € Z, 
有 H° (An Bi) < bq"? 
> 利用 泛 函 表示 式 
(a= een), wwe SK) 
A 
定义 一 个 分 布 © S* (K,). 显然 , 对 于 紧 集 A, 有 0 < H° (A) < +00, 且 满 足 
@ plo = 0 MH (S, p) = 0; © f £ CH (Kp); KH f € S" (Kp), A L-P 3 
+00 
解 f= DOF «95,9; = A; — Aj-1, A; (z) = pi; (z), A- (z) = 0. 
j=0 
MET, Vo €S (Kp), 卷 积 可 表示 为 f*p(z) = J, o (a 一 ), 故 
> (f*oj) (z) = (oi (z — 3) = 人 p; (z —N dH? (A) < opirp-ip = opi), 
vj e Z+, 其 中 c 为 与 了 无 关 的 常数 。 ( 据 定理 3.1.25) 
=> Ulery) = Sup (pA sup [U + 9) 2] < esup (PAOA) = o 


= fec +9 (Kp). 进而 , 由 f 的 构造 , 知 f 不 恒 为 零 , 故 

= dimp © = sup {d : C-1+4,9 (K,) # 0} > p 

= dimy 8 < dimp O. 
第 三 步 . 证 明 : 对 非 空 紧 集 6 c E, O € K(K,), |Ə| = 0, A dimy O > dimp 8. 
事实 上 , 当 dimy O = 1 时 , 据 定理 5.2.1 (4), 0 < dimp 8 < 1, #8 


0<dimp 9 <1=dimy O. 
下 证 : 4 dimy © < 1, 也 成 立 dimp O < dim O. 推导 如 下 : 


dimy 8 < 1 > Vp > 0, dimp O < p < 1 ñ H°(8)=0 
= (e ESK): plo =0} = B1’ (Kp) (BIZ 5.2.4(1)) 
= C-1*P (K,) = {0} ( 引 理 5.2.3(1)) 
>dmpe<p 
= dimp 8 < dimy ©. 


定理 得 证 . 
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还 有 Hausdorff 维 数 的 另 一 种 分 析 表 示 . 
定理 5.2.3 W E C K, WAR Borel $, HJ Haar 测度 为 |E| = 0, # 
1 <r < +eo, 0 < t < +ceo, Ml 


dimy E = sup {a : Ba" (K,) Z {0}, HET OC BOE K(x} . (5.2.4) 


证 ”证明 分 为 三 步 . 

第 一 步 . 证 明 : AF (5.2.4) MEME © c E RYE, 则 对 Borel $ E, |E| = 0 th 
成 立 . 

事实 上 , 若 (5.2.4) 对 每 个 紧 集 @ c E, Ə e K (Kp) RZ, 则 


=i, 


sapfa: By (Kp) # {0}, MHF ACO, Ae K(K,)} 


=sup {a: By °° (K,) x w}. 


因此 , 由 
dimy E = sup{dimy 9: O c E, 8 € K(K,)) 
便 得 到 (5.2.4) 对 每 个 Borel 集 E, |E| = 0 成 立 . 
第 二 步 . 证 明 : v 非 空 紧 集 6, |6|=0, 有 dimy © < sup fa: BI” aye}. 
事实 上 , 只 需 证 明 不 等 式 


dimy © < sup fa: B °K) £ cor} (5.2.5) 


对 dimy @ > 0 成 立 . 

对 于 满足 0 < p < dimae 的 任 一 p, 3A € K(K,), A C O, 3b > 0, st. 
0< H? (A) < +00, Ë VI € Z+ Fie Z, HH? (APB) < bg. 类 似 于 定理 5.2.2 
第 二 步 的 证 明 , 也 定义 一 个 线性 泛 函 


he) = [va voes), 


易 见 , 由 此 式 确定 了 一 个 分 布 fe S* (Ky), 满足 
@ 0 < BP (A) < +00; @ plo = 0 MH (f,Y) = 0. 
于 是 


Il sp (PEA osla) 


== (e> | f ese arvana) 


La) 


52 ”局 部 域 Kp 中 集合 维 数 的 分 析 表示 + 187- 


= sup (| ([% (z— A) aH? a) 


(frenano l) 


š 
< arsup [ee | (人 ee-oamm) 


-asp(/ 人 ae-oamaaz] 
j Kp 
-asp( 人 人 plea)) =< 


这 里 o, c 是 与 j 无 关 的 常数 ,由 此 推 得 f e Bro (Ks)、 由 构造 知 , 此 f RSE 
平凡 的 , 故 知 (5.2.5) 对 于 t= 00 成 立 . 

再 据 文献 [128] 中 的 命题 2.2.1 知 , 以 上 范 数 估计 对 0 < t < +oo 成 立 , 从 而 式 
(5.2.5) 对 于 0 < t < +00 也 成 立 . 第 二 步 得 证 . 

第 三 步 . 证 明 : 对 非 空 紧 集 ec 已 @ e K (K,), |@| = 0, 有 

dimy © > sup fa : B (K,) # w} ‘ (5.2.6) 
类 似 地 , 也 只 需 对 dimy O < 1 证 明 (5.2.6). 
对 于 dimy 8 < p < 1, # HP (@) = 0. 据 引 理 5.2.4(2), 得 
(e ESE): plo = 0) = BY (K), 

由 此 推 得 , 对 于 1 < r < +oo 有 Ba” (Kp) = (0), 这 表明 (5.2.6) 对 于 r =t RE. 
于 是 , 再 据 文献 [128] 中 的 命题 2.2.1 知 , 式 (5.2.6) 对 于 1 < r < +oo,0 < t < +00 
也 成 立 . 定理 得 证 . 

定理 5.2.4 R EC K, 为 非 空 Borel R, 且 其 Haar 测度 为 |E| = 0, # 


1 <r < +oo, 0 < t < too, 则 


vn) 


dimp E = dimy E 
Sp fa: FIS (K,) # {0}, MET O c E, ee K(x). (6.2.7) 
GE BEE 4.1.2(3), WF s €R, 0<r < +oo, 0 < t < +co, 有 
B? min(r,t) (Kp) C Fre (Kp) C Br max(r,t) (Kp) » 
因此 , 由 定理 5.2.3, 本 定理 成 立 . 
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5.2.3 Fourier 维 数 
在 5.2.2 节 , 对 于 局 部 域 中 的 非 空 集合 E c Ky, 给 出 了 Hausdorff 维 数 的 分 析 
定义 , 本 小 节 讨论 Fourier 维 数 的 分 析 表 示 . 
1. Fourier 维 数 
定义 5.2.4 (Fourier 维 数 ) Ü E c K, 为 非 空 Borel $, |E| = 0, 定义 互 的 
Fourier 维 数 为 
dimp E = sup {a: 3Radon 测度 y Z 0, 满足 (i) 具 紧 支 集 suppu C E; 
(i) u (Kp) < +005 (ii) |uA(@| < EITE 04 € Kp}. 
2. Fourier #t 3 5 Hausdorff 维 数 的 关系 
定理 5.2.5 ”对 于 非 空 Borel H E c Kp, |E| = 0, E 
dimp E < dimy E. 
证 Wdimp E > 0, M0 < d < dimp E, MHE Radon WE u Z 0, 使 得 
(i) suppp € K (Kp), suppy C E; 
(ii) u (Kp) < +00; 
(Gi) WO < EITE, OF € e Ky. 
Alp e S* (Kp), 故 可 定义 一 个 线性 泛 函 : 对 于 A c K(K,), pla = 0 ME 
(u, 9) = 0 ft) Vp € S(K;), 
(ue)= Í aana). (52.8) 
K, 
故 i-d; 1-4; 
Wl egy = sp (PF las lay) = sup (PF I aac) 
< sup (55 la A} - A+ aller) <c va (op =e 
其 中 常数 c j EZ+ 无 关 ; pj = A; — Aj, Aj = pj, A_1 = 0. 
+E, pe By? "(Kp). 据 定理 5.2.3, 得 dimy E > d. 从 而 
dimg E > dimp E. 
定理 得 证 . 
3. 例 


计算 Cantor 型 三 分 集 C = v\ (ü v) 的 Fourier 维 数 . 
p= 


Wp =3,q=2, 则 例 5.1.1 中 的 集 c=D\ 位 可” 为 
y 
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W =0-6°+B, 
V2 = (1-6°+0-6' +B?) U (2:6°+0-8'+B?), 


PAPER dimp C. 对 于 任意 非 零 Radon WE u 4 0, H suppu c C, n(C) > 0, 
计算 Fourier 变换 


"(= | xanla) = | eana), 
其 中 x € Tie 为 局 部 域 Ks 的 选 定 的 非 平凡 特征 , BDNE” 


7, j=1, 
TR eri 


因此 , 对 于 所 有 LEN, 有 


u^ (8~') = (3 + 多) a(h)+ (3 - S) n (l) 
--44(0)+ Sia (0) - n (B), (52.9) 


其 中 五 ={zeC: z-i =1), h =(z€C: 7z-1=2}. HB (5.2.9) ## 
hA (91> Sul), WEN. 
因此 , 当 |£] 一 +oo Bf, u^ (€) 不 趋向 于 零 . 从 而 , 由 Fourier 维 数 的 定义 , 得 到 
dimp C = 0. 
这 个 例子 不 仅 求 得 Cantor 型 三 分 集 , 集合 已 的 Fourier 维 数 , 而 且 还 给 出 
dimp E < dimy E. 


Fourier 维 数 还 有 一 个 等 价 的 定义 . 
定义 5.2.5 (Fourier #3) BE C K, 为 非 空 Borel 集 , |E| = 0, 定义 其 
Fourier 维 数 为 : 对 于 所 有 Borel 测度 p 4 0, suppu = ,集合 E 的 Fourier 维 数 为 


dimp E=sup{a: p(t) = o (t7?) — 0, |t| + +00}, 
这 里 p^ 是 p FER K, 上 的 Fourier 变换 
s= f. lade) EET 


. 190 - 第 5 章 ARR K, 上 的 分 形 分 析 


为 便于 比较 , 下 面 列 出 经 典 情形 下 的 dimp E 与 dimy E 性质 : 

(1) dimp E < dimy E; 

(2) 对 于 Cantor 三 分 集 , 有 dime C < dimy C; 

G) 将 集合 E c Rn KRABI RH 中 , dimy E 不 变 ; 但 是 , 即使 dim# Els, > 0, 
却 总 有 dimp Elgn+: = 0. 

Fourier 维 数 很 重要 , 应 当 着 重 研究 . 


思 考 B 


1. 试 证 引 理 5.2.1. 

2. 试 证 分 布 维 数 的 性 质 定理 5.2.1(1)—(3). 

3. 研究 在 高 维 局 部 域 A” 上 的 Hausdorff 维 数 、Fourier 维 数 的 定义 与 性 质 . 

4, 考虑 Fourier 维 数 在 局 部 域 情 形 下 述 性 质 是 否 成 立 : 将 集合 E C R" RAB RH H, 
dimy E 不 变 ; 但 是 , 即使 dim Elgen > 0, 却 总 有 dimr Elan+1 = 0. 

5. 研究 其 他 各 种 维 数 的 分 析 表 示 , 例如 填充 维 数 、 盒 维 数 等 . 
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本 节 研究 局 部 域 K, E p 型 微 积分 与 分 形 维 数 的 关系 . 
5.3.1 Kp 的 结构 、Cantor 型 三 分 集 、Cantor 型 三 分 函数 
1. K, 上 的 代数 运算 与 拓扑 结构 


(Kp +, x, l-l) 
as 


| 


B 非 阿 基 米 德 赋 值 (|8|=p"') 


| 


一 一 一 一 ”一 一 、 
t+y, TXY Z+ TXY 
(p 级 数 域 ) (p 进 数 域 ) 


不 进位 = 自 左 至 右 进 位 


(+, x) 与 || ARUNA, 即 运算 É DY 在 拓扑 || 下 连续 
(z y) zx; 


于 是 , (1) 在 代数 运算 +, x F, K, 成 为 一 个 域 ; (2) 在 赋值 | - | 2 F, K, 成 为 
一 个 局 部 紧 拓 扑 空间 ; (3) 运算 结构 (Kp, +, x) 与 拓扑 结构 (Kp, | - |) 相 协调 . AT, 
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(Kpt, x|) 成 为 一 个 非 平凡 非 散 的 全 不 连通 (因此 具有 全 断 型 的 拓扑 结构 ) 的 
局 部 紧 拓 扑 域 . 

进而 , Æ (Kp +, x,| .|) 上 引入 距离 

lz|— ull, lzl # lvl, 
dz 人 = lz-y,  Iz|= J| zw, 
0, r=y, 

不 难 证 明 , (Ky, +, x,| .|,d) 成 为 一 个 完备 的 超 距 空间 . 

在 完备 超 距 空间 (Kp +,x, | had) 上 ,定义 局 部 域 上 的 分 形 空间 (参考 定义 
4.3.1(ii)), 记 

K(K,) =K(K,,+,x,|:|,d) = {© c Kp: © 为 紧 子 集 }. 
对 于 BeK(Kp), z € Kp, 称 
d(z,B) = inf {d(z,y): y € B} 
为 点 z 到 集合 B 的 距离 . 对 于 A, B c K (Kp), 称 
d(A, B) = max (d (z, B): z € A} 
为 集合 4 到 B 的 距离 ; 称 d(B, A) 为 B 到 A 的 距离 ; 并 称 
h (A, B) = max (d (A, B) ,d (B, A)} 

为 集合 4 与 B 的 Hausdorff 距离 , 称 (K (Kp), h) 为 局 部 域 上 的 分 形 空间 , 称 分 形 
空间 (K (Kp) ,h) 中 的 集 为 分 形 集 . 今后 , 在 分 形 空间 (K (K,) ,h) 中 研究 分 形 集 , 以 
及 定义 在 分 形 集 A e K(K,) 上 的 复 值 函 数 f: 4 — C. 

注 5.3.1 再 强调 一 下 局 部 域 K, 的 拓扑 结构 与 欧 氏 空间 R 的 本 质 差别 , 以 
K; 为 例 , 对 于 Ks 与 R",n=1, 取 B! c Ks 与 [0,1) CR, 如 图 5.3.1 所 示 . 


1.84 B 0-6'+B? 26+ B? 


er 

= 
P 
Y 
3 
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在 ye0.01+B? 与 ze [o.5) 的 对 应 中 ， 


1 2 3 
Y= 0-6! to +a +--—2=0(5) += (š) +z (5) +o 
然而 , 在 Ks 中 , 3 进 有 理 点 的 无 尽 表示 与 其 有 尽 表示 不 能 代表 同一 个 元 . 事实 
上 ,例如 ,z= 了 3el0,) 与 y=1.81 €18 +B? E Ks 前 者 在 z= € 0,1) C R 
中 可 表示 为 


人 


3 


二 者 有 如 下 关系 : 


代表 同一 个 数 , 只 是 z = 3 的 有 尽 表 示 与 无 尽 表示 (如 图 5.3.2). 
L. 


A 
0 


SS See | 
1/3=0.333- 2/3 


图 5.3.2 
但 是 , 在 局 部 域 Ks 情形 , 如 图 5.3.3, 有 


ye0.60°+1:8'+ B? Je0-8°+0-8'+ B= B? 


0.0°+2.0'+ B? 


1-8°+0-A'+ B° BB+ OP Be 


1-6°+B! 


0-8°+ B= BY 2-B°+B 


图 5.3.3 


y=1-6'€0-6°+1-6'+B? 


7=0-6'4+2-674+2-84+2-64+---€0-+0- +B? 
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却 代表 不 同 的 元 , 前 者 y 在 陪 集 0.60+1.61+B2 中 , 而 后 者 了 在 陪 集 0:89 +0:01 + B2 
中 , 此 二 陪 集 是 互 不 相交 的 . 这 也 就 是 Ks 与 R 的 拓扑 结构 迪 然 不 同 之 处 , 而 且 也 
不 可 能 由 一 个 连续 映射 使 这 两 种 拓扑 结构 同 胚 起 来 (1.2.9 W). 
注 5.3.2 ”局 部 域 上 分 形 空间 中 的 分 形 集 是 紧 集 . 是 否 有 非 紧 的 分 形 呢 ? 可 以 
进一步 考虑 
LK (Kp) = LK(K,,+,x,|-|,h) = {9 c Kp: O 为 局 部 紧 子 集 }. 


同样 , 在 Hausdorf 距离 h 之 下 , 它 是 一 个 局 部 域 上 的 分 形 空间 , 其 中 的 分 形 集 便 
是 局 部 紧 的 . HK (LK(K,),h) 为 局 部 域 上 的 广义 分 形 空间 我们 以 研究 K (Kp) = 
{9 c K,:6 为 紧 子 集 } AZ. 

注 5.3.3 ”局 部 域 K, 上 分 形 空间 K (K,) = {9C Ky : O 为 紧 子 集 } 是 完备 
的 超 距 空间 (定理 4.3.1(2)). 


2. Ks 中 的 Cantor 型 三 分 全 与 Cantor 型 三 分 函数 
在 进行 一 般 研究 之 前 , 再 回顾 一 下 Cantor 型 三 分 集 C = D\ Ú V; (参见 1.2.8 
j=1 
节 ), 其 中 
D=(z € Ks: |z| <1} = (0-6° + B?) U (1-6°+ B’) U (2-8 + B!) , 

Vı =B! = {x € Ks: |z| < 371} = (0- 8" + B?) U (1:01 + B?) U (2: 8! +B), 

Va = (1: + B?) U (2: 6° + B), 

Va = (18° +1- 6) + B?) U (1- Ø +2- 6+ B?) U (2: 69 +1: 8! + B?) 

U (2-69 +2-6' +.B), 


# Cs = DN Ú V; 为 局 部 域 上 的 Cantor 型 三 分 集 . 
j=1 


在 Cantor 型 三 分 集 Cs = D\ Ú V; 的 补 集 Uy 上 定义 Cantor 型 三 分 画 
j=l j= 


(MABE) O(c), z e Ks 如 下 : 
(i) supp V(z) = D; 


+00 
Gi) Vz € D, Wr= rØ: 

j=0 
D HA k > 1, EBF 0 < ; < k — 2 # z; Z 0, TE sr- = 0, WEN 


-的 的 
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@ 若 对 于 0 < j < +00 都 有 zj Z 0, 则 定义 
+o 1\i-1 
vlz) => (z;-1)|;) ; 

D> (3) 


@ # = ¢ D, 则 定义 dz) = 0. 
K 上 与 R 上 的 Cantor 型 三 分 函数 的 示意 图 分 别 在 图 5.3.4 与 图 5.3.5 中 . 


图 5.3.5 


5.3.2 Ks 中 的 Cantor 型 三 分 函数 的 p 型 导数 与 积分 
1. 两 个 引 理 


为 研究 Cantor 型 三 分 函数 9(z) 的 p 型 导数 与 积分 , 先 给 出 两 个 引 理 . 
引 理 5.3.1 ”对 于 Cantor 型 三 分 函数 小 (z) ,Vz € BY, k € N, 有 


O(P AH228 a) = p HO (BHH 8 G +2). 
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引 理 5.3.2 ”对 于 Cantor 型 三 分 函数 V(x), Vz € D, 有 
3(60+BL 二 … 二 Br-1+Bkz) = OI 
由 3(z) 的 定义 知 两 引 理 成 立 . 
2. Cantor 型 三 分 函数 的 卫 型 导数 与 p 型 积分 
令 w=e 竺 , 取 x(8-1) = 
定理 5.3.1 
的 ,这 里 m< TS = 


w, j=1, 
L 其 他 ， 下 面 证 明 


, 且 对 于 ce De 


oo gim 
im) (x) = ve + ye (piz) G; 十 由 十 3x (6-'z) + Dx (8ta) 
1=1 

1-1 


-II -x (6-2) - x? (B71z)); 


jal 
WF z ¢ D, WA 0 (z) = 
证 “分 为 三 步 求解 . 
BBR) = | e)ls, (= #, 18 z. 
O MF 1 <0: H léz] < 1, Vz e D, # X, (z)|o = 1, 从 而 
ne- 上 人 (zjdz = f D(z)dz + f Í Pez + I nyn 1M 
= 让 + + 人 9 +o) dt 0 (2? + z) dz. 
由 引 理 5.3.1, ó (26° + z) = 3 +0 (6° + z), & 


"=3+2/, O(P +2) de 


= 2 [ (P +pa)a (z) 
+š Í: (6° + B=) de. 


再 据 引 理 5.3.2, Ve € D, # O(P + z) = iala), 从 而 , 计算 得 ONE) = 5 
š f 9(z)dz, 故 对 于 1<0 有 5 人 (6) = Š 
D 


Lor 

gE 
ae 
“3 


Cantor 型 三 分 函数 V(x) 是 无 穷 次 p 型 可 积 的 ; m 次 p 型 可 导 
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@ 对 于 1>1: 
(= sex taya = J, f Fods + J „m 9(z)xe(z)4z 
+ fp, p R, 
s ick 
wast f weds g 1 B A(28+a)=3+0 (P +2), M 
1f b ¿<1 Pes 1, I< 
A & es ss 
(=F isa + gx (6°) CA 
Baria D(z)Xe(T)dz. 


为 计算 上 式 中 最 后 的 积分 , 当 k < 1 一 1 时 , 据 引 理 5.3.1, 计算 
f (2) Xe (2) de 
B+ 88 +--+ BR BE 
peat Xe (x) dx 
v (2) Xe(z)dz 
BO+f3+4---+Bk-14Bk+ BRAT 
8 (x) X¢(x)de 
B+B 4-4 B12 884 BE 


1s 1 knf 1, I<k+1 
Soy 十 有 1 十 … 十 
geri Xe (6° B pe) 0 


Bo+B1+..+Br-1+ BRT 2 


1 1 k-1 wy J 1 I<k+1 
+ +B! ++ ph 42, 
BiXe (O +8 B B*) Wiqi 
+ (1+ Xe (0 f V (z)X¢(x)dz. 
( s ( )) BO+B1+--+Bk+Bk+1 . 


归纳 地 , 4 1 > 1 时 得 到 
a= [ear 
= (1+ Xe (6°)) (1+Xe (6")) -- (1+ % (6°) 


à 8 (z) Xe(z)dz 
| nee 四 xe (z) 
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=(1+xe (8°)) (1 +X (8")) (+X (82) 
{e+ r++ 
+ xe( +8 te $B? + 281) 
HRED Fe 
= (1+ Xe (8°)) (1+ Xe (0')) + (1+ Xe (B)) 
[a+ p++.) 
+ ax (° + Bi +--+ Bh? +281) 
+ (1+ (8°) Xe (8 +8 +--+ 8) 
[OP +B + +A +2) Radda}. 


由 于 图 = RIESZ | (P+ +A a) de= š Í (2), 故 


B^ (6) = (1+ Xe (8°) (1+ Xe (6*)) = C +X (8) 
{axe (8 +8 +--+?) 
+% (+B +- +8? + 28?) 


+w (Tx (D) (Maer =+). 30) 


第 二 步 . R (OH 0" (€), mER, |g] =3!, LEZ. 
据 第 一 步 (5.3.1) R, WA 
ONF1<0, 8 OHO = 5 
回 对 于 1>1 有 
(094 (E) = 3™ (1 + Xe (8°)) (1+ Xe (8) «+ (a + Xe (8!°2)) 
[p+ Bt + + 
+ gx (B° +6 +-+- +B? +28") 
11 


tag (1+ Xe (A) Xe (P +A + +0) - (53.2) 
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BEB. 求 ((@)" 5 (€) (z), MER, |z| =3#, k e Z. 
COMORES ie rete + Yama = =: i{ saa Yuma 
其 中 
mf +s) (+ (69) 0 + xe (82) 
: [ax (PAB t A) + xe (6+ B+ + B? +281) 
ta (1+ Xe (8'=?)) Xe (E° + + +g) xe(z)46. 
因 || = 3!, le Z, 故 有 两 种 情形 : 
CEB 4 Ey B+ $b eB 2488 l+D, £i 61 E {0,1,2} 
与 
€ 207 + Ey Bt $e $B ?+€ B81+D, gun i {0,1,2}, 
这 样 
Í csp tone prep? PMO) 4%) 
{aX (P+ Bt ++p?) + ox (8 +p! +--+ pr? +2671) 
+a (1+ Xe (8°) Xe (6° + BY + M) xe(z)dé 


1 T m r 5 1, k<0, 
=a G+ +) II (1408-4) D-4 x (BT +E B+ +E pÍ; koi 


而 
(+x (P) (1+xe (8) (+X; (82) 
28-46 1418-14 4-461 872+ 
{a gr (P +e! + AB) + Xe (B +A + + 82 +281) 
ETERA -1)) Xe (+ +++ 8) xsd 
1 


T 1, k<0, 
= 3 (5+) i oaae +E B+ +6874) aft AS 


53 JERR K, 上 p 型 微 积分 与 分 形 维 数 - 199. 


PRU, 对 于 大 > 0, # J, = 0; XF. k < 0, 有 
% 1 1 一 1 
aa ($+) Ht) 


É ane €-1€{0,1,2} j=1 


-x (B7! + E18 +... + E-187!) 2) 


1 l-1 
+a > (5+) I +r) 
-1+1 €-1€{0,1,2} j=l 


x ((287 + Eta BH ++ + 6-8-4) 2) 


=F (itut px (a) +0x(6"2)) 
£ aao €-1€{0,1,2} 
l-1 
TY tr) x (8 ea B+ E-187) 2) 
j=l 
l/l i pea nee as w 
=a (itotze z) + Dx (8 2))x(@ z) 


I (ot + 0%) x (0222 


Eat pay es €-1€ {01,2} j=1 
l-1 


=g (5 tut ix (62) ax (e"2)) x (872) [[ 2- x (82) - xè (82). 
总 结 以 上 计算 , 得 到 当 大 > 0 时 , 有 (E) o^ (E) (z) = 0; 24 k < 0 B, A 
(om (Q)” _1 Sim 二 ype) pf 
OAOA g (a tt gx (O's) toxa x (') 
l-1 
-IJI @-x (6 z) -x (62), 
j=1 
于 是 得 到 Cantor 型 三 分 函数 的 p 型 导数 的 形式 级 数 表示 : 
1 


+ alm 
om (z) = +> = G +w+ 3x (6° 'z) + wx (52) x (3's) 
1=1 


-He-x(6 -x (a) 


由 于 vc € D, 级 数 
De G 十 中 十 dy (6 !z) + wx (2) x (6's) 


2 2 
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I-1 
TI @-x(6%2) -x (6*2)) (5.3.3) 
jet 
In2 
“m< m3 Bf, 
ER gim 


z G tut x(a) +Əx(8"t2) x(6'2) 


l-1 


G He 一 X(8-iz) 一 X2(8-iz)) 


$2 gim 


<r rs SF 5) < +00; 


4m -E a, Mr=H+h'+---, BJ 
+° gim 
[S (pret pee aaa) i's) 


t-i 
` [le - (82) - 2622) 


j=l 


sees 
+o 2! 


213! 
-> 十 由 十 pu toe) a w3! = ie Gr = 0%. 


n2 


这 样 就 证 明了 Cantor 型 三 分 函数 ú (z) 是 m 次 p 型 可 导 的 , 这 里 m < a 


且 对 于 ze D, 有 


0 (2) = 3+ + Gr pa (6 'a) (3 +w+ xe Mai 


l-1 


-IL -x (6-2) — x? (6-42); 


j=l 


对 于 z ¢ D, A gm)(z) = 0. 
对 于 0 (z) 的 无 穷 次 p 型 可 积 性 , 由 9(_m) (z) = 0 (z), 以 及 级 数 (5.3.3) 对 
m < 0 的 收敛 性 得 到 . 定理 得 证 . 


3. Om (z) 的 Hausdorff 维 数 
下 面 求 9") (x) 的 Hausdorff 维 数 . 
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引 理 5.3.3 ”车 存 在 正 整数 LCN, $A x (6-42) = 1, HJ vl > L, A 


a) (5 +w zx (8s ) + Bx (87! a)) 
[I 2- x (872) -x (9x) = 


j=l 


证 Ay (6-*c) =1, & 
š 十 由 十 (6-tz) + Bx (6'z) = 0, 
从 而 P; = 0. 另 一 方面 , 41> L Bf, 有 
(2- x (6-2) — x? (8“z)) = 0, 


故 也 有 P, = 0. 引 理 得 证 . 

为 研究 分 形 函数 的 维 数 , 下 面 定义 分 形 函数 的 “图 ”. 

定义 5.3.1( 分 形 函 数 的 图 ) ”对 于 定义 在 局 部 域 K, 中 的 集 AC K, 上 的 分 形 
函数 f: 4 一 R, BRA 


G(f, A) = G((f(z): z € A}, A} C R x Kp 


为 分 形 函 数 f: 4 — R 的 图 . 
现在 证 明 一 个 有 意思 的 定理 . 
定理 5.3.2 ”对 于 -co <mm < ES, 函数 gtm)(z)，ze D, 


ym (z = + >= r (6- tz) G; 十 由 十 5x(0"'2) +0x(8 tr a) 
l-1 
. II (2- x(8 iz) — x? (8 iz)) 
jal 


的 图 G (0), D) 的 Hausdorff 维 数 为 1. 
证 记 D= U Ijas- nO 其 中 


Sry GeE{12} 
Ip =0-6°+B', ho=1-6°+0-6+B, ho=2-09+0.0 +B; 


Tis psig = ju BO + ja BE +++ + je BE +0- BE + BEY, 
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由 P, 的 定义 得 到 om 
w(x) = 3 +R. 
l=1 


因此 , Æ ze Ty, on a o= Jr BO + ja Bi +--+ jee BP +0- GF + BEY, 则 


x (8-92) si 


据 引 理 5.3.3, 得 到 
(m) E TA 
OM(a)= 5+ B= +n 
i=l ll 
hi 1 m 
= (G+o+ po soe") e- wh — wie), 


于 是 , 0 (z) 在 每 个 Ijio 上 取 常 数 , jie jk € {1,2}, k > 0. 
由 于 G(30 ,ji,0) = Ta, eo X [ca cin bs 其 中 ca... 是 仅 与 六 ,… ,jj 
有 关 的 常数 , 又 因 


HYG, L131,0)) 


=lim H} (e (e...) 


too 
= lim inf Ë Wila: Wi} E G (0, Lino) 1 4 wa) 


j=l 


+o 
= ji inf {x Usla: (U; Li a eo MY ó ax) = 3H, 
= 


从 而 得 到 : Vi,… ,jk € {1,2}, k > 0, 
dimy (G0, Tj,0)) = 1. 
因此 
dimy G(9™ , D) = dimy G (om U Tj. ss) 
k€(1.2),k>0 


= sup dimy GO, Ij, 4,0) = 1, 
Say in €(L,2},420 


定理 得 证 . 
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5.3.3 K, 上 的 Weierstrass 型 函数 的 p 型 导数 与 积分 
1. Kp 上 的 Weierstrass 型 函数 


著名 的 Weierstrass 函数 是 R 上 定义 的 典型 的 分 形 函 数 , 在 局 部 域 K, 上 , 也 
可 以 定义 这 样 类 型 的 函数 . 下 面 以 K 为 例 . 


+00 
对 于 每 个 ze Kz, z = J zj, z; € {0,1}, j = sstl, -1,0,1,1 


j=s 
|8| = 2-1 函数 


+00 1\3 bi 
ws | > 7EB, 
W) = Wa (E+ j | ke) 634) 


j=s 0, zé B! 
FKA Weierstrass 型 函数 . 
2. Weierstrass 型 函数 的 p 型 可 积 性 与 p 型 可 时 性 
Weierstrass 型 函数 有 如 下 性 质 : 


定理 5.3.3 Weierstrass 型 函数 Wz : K, > R 是 无 穷 次 p 型 可 积 的 ; 对 于 
m < 1,W.(z) 是 mm 次 p 型 可 导 的 , FAA 


1 gm 22m-2 += 1\3-G+))m z 
aise LG ， zeB1， 
(m) zy = m Š 
WO) am, ze DV, 
0, 其 他 . 


进而 , Wo (z) 在 B! 中 的 任 一 点 ze B! 没有 1 阶 p 型 导数 . 
证 ”类 似 于 定理 5.3.1 的 证 明 , 也 分 为 三 步 . 


BHR WHO = |, Wa(ayxato)az, Kl=, Lez 
OMF <1: Vee BA |£z| < 1, W x;(z)|,, = 1, #& 
WE = [| waya = | modz f Watya 
2 J, Wo(z)de + i W.(z)dz = Ë W.(z)dz + J, Wo (z + B) de. 
注意 到 , vz e B?, 有 Wa (z +B) = Wala) + Wa (8) = Walz) + 5, tt 


we@=2f wasa; | dz=2 | tas + 5. 
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另 一 方面 , Vz € B2, 有 W. (z6-1) = 2W2(z), 于 是 
WS (6) -人 modaz=- 人 W. (z6-0 d (z87*) =a, W.(z)dz. 


综 上 可 得 , 对 于 1< 1, 有 i 
叭 四 = 于 
@ 对 于 1>2: 
WA (é) = Í Wa(a)X;(z)az = J, Wal )Xe(a)ar + J, Wale + B) Xk (z + B) qz 


= (14% (0) | WoledRe(a)de + Be (9) f Zele 


a-k, L<k, 
Sac 
/x {3 I>k, 


由 公式 


便 得 


272, l=2, 
0, 1>2. 


WEO = (14% (A) | We Felei + 5%e (8) { 
为 计算 上 式 中 的 积分 , 5 k < 1-1 8. 
J mezo f, Waelder [Wale + Pele + Hae. 
注意 到 ,yz e BMY, 有 


1 k 
Wale +) = Wale) + Wolo") = Wate) + (5) ， 


f T2(z)Xe(z)dz 
Be 1 
= (1+ xe (84) [Wala dxela ide + Zee (P) f, TeDe 
b _ 1_ 2-1, I=k+1, 
= (1 + x,(6*)) Jn Wo(2)X¢(z)da + pe) { 0, I> rt 1 
2-2-1, T= k+1, 


= (1+ Xe (6*)) f. van Wa(z)X (z)de sxf Ú IS Ey: 
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归纳 地 , 对 于 1> 2 有 
WiO = [Wala )Re(e de 
(+X) (ü +X; (P) G +X((8-2) { Wo(a)x (az 
= (1+ Xe (8) (14% (P) + RGD) Í waa)x (yaz 
21—1 


+ (14 Xe (6) (1+3 (8) 0 +z (3) 


继而 , 对 于 El = 21, 蕴含 |e8t-1| = 2, #& Ea! e B-D. 这 样 , EB e 8-1 + D, 
因此 , 据 xe (8) = x (€8!=1) = x (87) = —1, 可 将 WA (6) 简化 为 


i 2i-1 
WS (6) =~ (1+ (0) 0+ (P) + RD (5) 


综 上 所 计算 , 得 到 


i I<, 
wi) = 1\2 
(+) G+ DF) to. 


第 二 步 . RK ("WH (E) m e R. 直接 可 得 


I ia 


(€)" We (= ， 
-Ctx (6) Ct (P) (4% (9) E) 29, >a. 


第 三 步 . R (EWA E) (z), mE R. 假设 |z| = 2#, k e Z, WJ 


(AM a J, xet) 


él=21 


a 
+X. [- ü 509) ü +) 


l=2 
21 一 1 
Satz) leta 
=), + Ja + Js, 
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这 里 
1 1J 1 k < 0. 
se aaen 1Í[ t k<o, 
i Bees Xt dé Ha k>0, 
1, k<-t, 
1 2” 
n=3 freee =F) -1, k= 0, 
€ AEE |o k>o 
十 oo ü i 
B=) h, 
1=2 
其 中 


2-1 
he Í. {- (1 + Xe (B)) (1+ Xe (8°)) +--+ Xe(8"?)) (5) >) Xe(z)dE 
一 2 人 pon CEFE) (1+ Xe (F)) + x (8t9))xe(2)) aE. 


4 
Ey = {EET Ky: (El =2', xe (8) = xe (P) = ++ = xe(8"?) = 1}, 
并 注意 到 , xe (8) ,xe (6?) …… ,xe(B8'"?) 仅 取 +1 BR -1, 故 


下 2 人 yen [ü + Ke (0) (1+ Xe (9)) = (1 + 6 (0° 9))xe (2) } a 


= -ami f atas. 
fH E, = 87 + Bi, M 
— _olm-1-1 = —_2!Im-1-1 
ne-r f x=? f xe(z)dé 


Epai 
三 -2 人 J, _, Xa-t a (z)dn = —2™ "x (87'a) Í _ xn (z)dn 
mio f b ks- _ Í —2m-ix(8-ta), k<-1, 
== xe afè k>-1 -人 k>-1. 
归纳 以 上 结果 , 得 到 


+00 
("WE (6) @) = A+ t+ h. 


l=2 
too 
OPE, H Ve € Bi, z = 3 zØ, z; € {0,1}, j € N, 以 及 
j=l 


x (873) = x (eye!) = (C4 = 1-2-1, 
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就 得 到 
m < tm 一 ! 1 
+ 元 +》 (-2'""(1-2a-1)), 2eEB', 


1 
4 
Wz)=4 1 m P 
= pee 1 
i a ED\B!, 


0, z€ D. 
考虑 上 式 中 的 项 到 (—2!m—_1 (1 — 2z1-1)), Æ m > 1, 由 于 —21Im-1 (1 — 221-1) 
i= 
取 值 于 二 值 集 {1, -1}， # 


lim, (2-1 — 22-4)]) #0. 


十 oo 
因此 对 于 任意 m > 1, 级 数 y” (2-1 一 2z1_1)) Æ B! 的 任 一 点 都 不 收敛 ; 另 一 
方面 , 当 m<1 时 ， 一 


—2!m—1(1 — 2zi-1) n< Sea = For! < +00. 


l=2 
这 样 级 数 S$ (2! (1 — 22, 1)) ARNG, 当 且 仅 当 m < 1. 
1=2 
最 后 , 当 m < 1 时 ,有 


1 2m 22m-2 HI)m i i 
= < 
2+ T 证 人 , lel < 2, 即 ze 了 1， 
(m) (7)= 
wy” (z)= i |z|=1, BP z e D\B}, 
0, 其 他 . 
定理 得 证 . 
+00 
定理 5.3.4 Weierstrass 型 函数 W2 : K2 > R, z = Lz, s€Z, 
j=e 
Eafe sem 
+o z; (5) A z€ B', 
W. (z) = W2 (E-r) = j=1 2 
j=s 0, z€ B. 


是 ze B 的 连续 函数 . 
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$00 
证 Ve = 0250 € BY 5 Ve > 0, I K = [log, £], Ill Vk > K, Vy € BY, 
j= ra 


+% 74\k 1\F 
Wo (x+y)—-We(z)i< > 2[ 5) =4[5) <e, 
Wate +9) Walls (3) =4(5) <° 
故 Wa(z) 的 连续 性 得 证 . 
从 以 上 定理 可 以 断言 Weierstrass 型 函数 W 的 性 质 : We : Ka 一 R 是 连续 


的 、 无 穷 次 p 型 可 积 的 、m 次 (0 < m < 1) p 型 可 导 的 , 但 没有 1 阶 p 型 导数 . 
现在 可 以 将 (5.3.4) 式 中 定义 的 We: Ka 一 R 扩张 为 


十 oo ' +00 1V 0 1v ta 1 
W.(z) = W, gø | = ais} = z;[ š] + m; [š]. 
som (Eo) E> ()-Eo()-Eo() 
进而 , 对 于 Kp, WM Weierstrass 型 函数 W; : Kp > C, 


+00 十 co j 
W,(z) = W, (Ë=) =Y; (s, 


j=s j=s 


4 
其 中 z=》 zØ, z; € {0,1, p- 1} 7 =5,8+1,---, 8 €Z, |B| =p". 


= 
对 于 W,(z), 定理 5.3.3 与 定理 5.3.4 都 成 立 各, 但 W”) (z) 的 表示 式 要 复杂 
得 多 


3. Weierstrass 型 函数 的 p 型 微 积 分 的 例 


下 面 给 出 Weierstrass 型 函数 W2(z) 的 p 型 微 积分 的 特例 . 
(1) WP’ (2) = Wə(z). 


3 v2 +00 1 了 
rte +e (=) , ceB, 
(2) Wo = 1-2 


tT z€ DVB!, 
0, 其 他 . 
7 1— 1 
z +5 us (3) r€ B 
(3) (Wa)y(e)= + 1 ze DNB1， 
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图 5.3.6 是 WÍ) (z), (Wa)ay(z) 的 示意 图 . 


wa) (W, Jay (2) 
图 5.3.6 
5.3.4 Kp 上 的 第 二 型 Weierstrass 型 函数 的 p 型 导数 与 积分 
1. 第 二 型 Weierstrass 型 函数 


局 部 域 K 上 还 有 另 一 种 定义 Weierstrass 型 函数 的 方式 , 是 受 经 典 情形 的 启示 . 
回忆 R! 上 的 Weierstrass 函数 


+00 
W(t) = Y o cos(pkrz)， 0<a<1l, aß > 1+30 一 oa)， 
k=0 
cos (perz) = Re(essra) 启发 我 们 考虑 K, 的 特征 xe(z) 的 实 部 Rexe(z), 并 定义 


十 co 
W(z) = 》 pe-2?)kRex(O-tz)，1<s<2zeDD (5.3.5) 
k=1 


为 第 二 型 Weierstrass 型 函数 
图 5.3.7 是 当 p = 3,s = 1.50;p = 5,s=1.55;p= 7,8 = 1.55;p = 11,8 = 1.45 的 
W(x) 的 示意 图 . 


2. 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) 的 p 型 可 积 性 与 p 型 可 导 性 
+00 

现在 研究 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W(x) = > p-d Rex (6-*),1<8 <2. 
k= 


引 理 5.3.4 ”定义 在 D C K, 上 的 函数 Rex (6-*z), MF k > 1, m € R, 有 
{Rex (6-2) } = ph" Rey (6-tz) z € D. 


iE (D 首先 计算 Rex (6-kz) 的 Fourier BH. Vz € D, r= 29 +2i8'+---, 
UR || =n, le Z, 有 


e= Í Rex (6-2) Xe (z)dz = Í cos PEEL, (z)àz 


Y 
S 
© 
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a 


I 
iM 
iM 


8 
Š 


II 
r 
iM 


0<=,<p,0<i<k-2 


2: 
“em yf Xk (z)dz 
p O<ai<p0cich—2 2 708942181 BY BE 


cos 一 一 > Xelo? +218! + -+r p) f: we] 


Ke (09 +a B! +- +241 8"*)p* (I < k) 
O<2i<p,0<i¢k2 


MY iM 


38 lNO RENE += (XK mmr’) 


了  oxaccp0ci<h-2 


a Nyy 


p=3, s=1.50 p=5, s=1.55 


t 
L 


+ 
+ 


p=7, s=1.55 p=11, s=1.45 


这 里 用 到 了 基本 积分 
dz 二 | P 1S% 
Í. 人 jd 一 1 i 
因此 , Rex(6 Ez) 的 Fourier 变换 当 1 > k 时 为 0. 对 于 ! < k, 分 析 如 下 . 
由 于 当 0<i<k 一 2 时 ， 


Ean 40> xe(B)A1> (Kel) =0, 


oszi<p 
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Gy =0 3 x)= Y = 


O<ai<p 


因此 , XF 1 < k, Ea =: =f ay = 0, MJ 


| RxR = 15 cos ZEZE (g+=) jeti, 


P, = 


否则 
Jf Reviortayxela)ae = 0, 


情形 1. 若 1<1<k, 则 不 可 能 有 £1 =…=é-(-1) = 0, 因此 


J Rex(or*z)xe(e)ar =0. 
D 


情形 2. 若 ! < 1, WUA £1 = = Ey = E- = 0, W 


2rzk-1 


一 了 
Rex(B- Rodz= 5 > cos — (x, (G*-1))**—* 


Pa 1=0 


1 
z 2rzk-l 
= cos 一 一 一 


= 0. 
P ori-0 


情形 3. 若 lak, ËB £. = +++ =€ 4-1) =0, Ee £0, WJ E=E-4 BF +604, 


了 一 1 
| Rexe azade; con x (taya 


Pees 1=0 
25 (| yee k 
归纳 以 上 讨论 得 到 , 4 E= EKB + e +--+ €+ AON, 有 
LEA nj as 
二 —k y ae OUI yji- 
e= ji Rex(g-kz)Xe(zjdz pl Fi oye, 


否则 
e= f Rex(O-*z)xe(z)dz = 0. 
D 


四 计算 Rey (p-z) 的 型 积分 与 导数 
Rexa = f ce t ex 二 dy) x= (dk 
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p-1 了 一 1 zj 
Km 一 1 tj 
=o J oye O Xe ca} 
3 一 1 
= Tp De 0x -ee [a 
=1 j= D 


j= 


—1 

eee — = jx ‘2 (t8-*) (z€ D) 
ptm > ` cog 2i = (G) ( x (8 -kz 
= 
-1 


= pm 


t=1 


| 
É: 
fa: 
aaa 
| 


Fos 2 (= (x (8° 中 


j=0 


ere 
= per- S cos 25 Fw (ot). 
t=1 


j=0 
注意 到 , 当 0<j < p Mt, E x (82) = o, 则 
Tore ka)’ =p—1; 


否则 | 
E” (x (67*2))* = —1. 
t=1 


于 是 , 当 z e D Bf, k 2 1,m € R, 


(Rex(6-*z))™ = pm: (aet z) 一 Sie z) = p*™Rex(3-*z), 


j=0 


引 理 得 证 . sis 
定理 5.3.5 ”第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) = pe-28Rex(B-tz)， 1< 
k=1 
+00 
8<2,c=) rØ, BEIK p 型 可 积 的 ; m 次 (m < 2 — s) p 型 可 导 的 , 并 且 
j=0 


W)(z) = $E pem DkRex (8-kz). 
k=1 


由 引 理 与 级 数 的 收敛 性 便 得 定理 的 证 明 . 
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不 难看 出 , Weiestrass 型 函数 W2(z) 是 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) 的 特 
例 , ARM p=2, s=1. 
5.3.8 中 给 出 的 是 p= 5,s = 1.45 的 W (z), W< (x), W<o.2> (z) 的 图 形 . 


` > W 


WD) 


Woo(2) 
图 5.3.8 


3. 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) 图 的 维 数 


本 小 节 研究 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) = Splt-D*Rey (8z), 1 <8 < 
2 的 图 G (W (z), D) KAER, JEER Hausdorff HEM. 

首先 给 出 三 个 引 理 . 

引 理 5.3.5 ”对 于 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z), 当 p= 2 Bf, 


293-2 


sup W (z) =W(0)= II’ 


92-2 
inf W() =W(P + +.) =: 

当 p >2 时 ,有 
sup W (2) = wW (0) = = m. 


" p 2 一 1 pr? (p—1)x 
SEW (s) =M. — T 
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证 ”由 第 二 型 Weierstrass 型 函数 


+00 +00 
W(z) = 》 p°*Rex(3-*z) = 》 pt- cos (Zam) 
k=l k= p 
可 得 . 

引 理 5.3.6 ”对 于 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z), 4 n € N, Vz € y + Bn, 
Y = w +B + + yn 8°? 时 ,有 


W(z) — W(y) =p?" (W (8 (x — y)) — W(0))) . 


证 Yrey+B", 有 


= Qn & 2r 
W(z) = ye cos (Zu) + > pF cos (Za) 


k=n+1 


=Wly) — 5° peak 4 x p°- cos (Fa 中 


k=n+1 k=n+1 


(s—2)(n+1) to Qn 
= Wy) - = = + p-d S ple cos (aa) 


k=1 


2 
= Wi) +p? (w (ae - D-r) 


再 由 引 理 5.3.5 便 得 本 引 理 . 
引 理 5.3.7 “对 于 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W(z), 当 me N, Vz € y + Bn, 
Y =y? +B! +- + ynab" Bt, 35 p = 2, 则 


5 一 2 
sup {|W (z) -W (2)|: 2,2! € y+ BY} = 20-4 


# p> 2, 则 


sup {W(2) -W(e)|: 252! ey BY} = p0h (1 ~ cos 2-95) P. 
关于 Wc) 的 盒 维 数 、 填 充 维 数 , 有 
定理 5.3.6 “对 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) = Y ple-DRex (6-kz)， 
1 <s <2, HB G (W (z), D) 的 盒 维 数 、 填 充 维 数 为 


dimp G (W(z), D) = dimp G (W(z), D) = s. 
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证 ”只 需 对 p>2 加 以 证 明 . 由 引 理 5.3.7 知 


2 
pls-2)n (0 = (p— 2a) p? ; 
p lopni g, 


p” Nn (G (W (2), B”)) = p” 


p” 


因为 vneN 有 In (p"N, (G)) Be 


In (p”) In (p") 
故 dimp G (W(z), D) 存在 , H 


dimg G (W(z), D) = s. 
由 定理 5.1.9 得 dims G (W(z), D) = dimp G (W(2), D) =s. 
为 讨论 第 二 型 Weiestrass 型 函数 W (z) = Y ye=ntpex (Fz), 1 < s < 2 W 


k=1 
图 G (W (z), D) 的 Hausdorff 维 数 , 下 面 定 义 Borel $U c AxR c Kx 以 的 Borel 
概率 测度 . 
定义 5.3.2(Borel 概率 测度 ) ”对 于 定义 在 局 部 域 K, 中 的 集 4 c K, 上 的 实 
值 函数 f: 4 一 R, 对 于 积 空间 Ax R 中 的 Borel R U C Ax R, 记 


WU) = {z € A: (z, f(@)) e Ul, 


称 v 为 集合 U 的 Borel 概率 测度 . 
对 于 Ac K, 上 的 Borel 可 测 函数 f : 4 — R, 可 由 及 上 的 Haar 测度 定义 “ 像 
测度 ”: 
ns(E)=|f-1(E)|, VE cA, 
车 uf 关于 R ER Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 , 则 据 Radon-Nikodym 定理 pel, 存 
在 Borel 可 测 函数 ay : E 一 R, 使 得 jy(E) = /wor 
+00 
定理 5.3.7 “对 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W(z) = Yo pe- Rey (Bz), 
kal 
1 < s <2, 若 其 像 测度 pw 绝对 连续 , 从 而 aw(z) 存在 , B aw € L® (D), 则 图 
G (W(a), D) 的 Hausdorff 维 数 为 


dimy G (W(z), D) = s. 


证 ARE y = yop +---+yn1B™ + yb +: € D,n € N. IP Sa 
中 的 点 (y, W(y)) € D x 及 为 球 心 、 以 p-" 为 半径 的 球 B (u, W(y)) p), HHH 
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Borel 概率 测度 
v (B((y,W(y)),p™)) = |(z € y +B” : W(z) € (Wy) - p, W (y) +p) }]. 
w 
Y = yo + + ynab, 
J= (W(y)-W (y')-p™,W (y) -W (V) +P"), 
则 据 引 理 5.3.6, 有 
v (B((y,W (y)),p-")) = |(z e y +B”: W (z) € (W (u) —p”"”,W (y) +p”"))| 
=|(z ev +B": W (z) — W (y') € J} 
= |z = p" : p-d" (w (=z) — W (0)) e J}| 
=>" fz ED: po?" (W (z) — W (0) €J}| 
=p" | ED: pW (a) e pew (0) + J)| 
=p |Íz e D: W (2) e pë-9"(pe-2"w(0) + | 
= Pay (P= (p -DW (0) + J)) 
< 2cp-np(2-s)np-m = 2c(p”")°. 
由 质量 分 布 原理 回 , 得 到 
dimy G (W (z) , D) > s. 
另 一 方面 , 由 定理 5.1.7 与 定理 5.3.6, 得 
s < dimg G (W (z) , D) < dimg G (W (z), D) = s, 


定理 得 证 . 
为 在 条 件 “3aw(z) € L'(K,),r > 1” 下 证 明定 理 5.3.7, 还 需 引进 两 个 引 理 , 它 
们 的 证 明 也 包含 了 局 部 域 分 析 的 技巧 . 然而 , ARRE “Sow (z) € L (Kp), r > 1” 
HFEA. 叙述 但 不 证 明 下 述 定理 . 可 参看 文献 43， ， 
定理 5.3.8 ”对 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z) = 》 ,p+*Rex(B-*z), 1 < 


k=1 
s<2,7€D, 


(1) # p = 2, WJ dimy G (W (z), D) = s, ae. s € (1,2); 
(2) # p > 2, J] dimy G (W (z), D) = s, a.e. s € (log, (2p — 1), 2 + log, Y (bp)), 


HEHE 5, = (i- Í P=) / (1- cos =), vü) 88888 g (v) = 9 Wp) = 
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0 的 最 小 正 数 , 其 中 g(a) = 1+ Y gyz’, gj e [bt] RAPE NE 

4. 第 二 型 Weierstrass P 的 了 型 导数 与 p 型 积分 的 图 的 维 数 

定理 5.3.9 Æ Weierstrass 型 函数 W (z) = > p&-)Rey (8 Ez), 1 < 
s < 2 的 p 型 导数 的 图 G (W(") (z) , D) RAER, 填充 给 数 、Hausdorff 维 数 成 立 


如 下 关系 : 

(1) dimg G(W (™ (z), D) = dimp G(W™ (z), D) = s +m, Vm € [1 — s,2 — 8); 

(2) # p = 2, WW dimy G(W™ (z), D) = s +m, ae. m € (1 — s,2 — s); 

3⁄ p > 2, WW dimy G(W(™ (z), D) = s + m, ae. m € (log, (2p— 1) — s, 

2+ log, y(bp) — 8) . 

定理 的 证 明 由 定理 5.3.5、 定 理 5.3.6、 定理 5.3.8 得 到 . 

这 个 定理 的 意义 很 深刻 , 它 给 出 分 形 函数 维 数 与 其 p 型 导数 之 间 的 线性 关系 ， 
至 今 仍然 是 分 形 分 析 中 的 前 沿 课题 , 有 大 量 值得 考虑 的 开 问 题 , 等 待 我 们 去 研究 . 


思 考题 
1. 给 出 Cantor 型 三 分 集 Cs = DN Uv 的 详细 表示 
出 


Cs= v\ (A (bs)) 


2. 用 Walsh-Fourier 级 数 在 Ks 中 表示 Cantor 型 三 分 函数 
1_ LSE L ac) AG, 4)G — ufr)uy(z) 
274, s AG rtl 3 (z), 


RP w= ep 等， 并且 
w 2, j=0, 
AG) = exp =, j=1,2. 

求 出 这 里 jo,j-1,… j-r 的 表示 , 并 且 证 明之 . 

3. 对 于 Wp(z), EHEM 5.3.3 与 定理 5.3.4. 

4. 对 于 第 二 型 Weierstrass 型 函数 W (z), 研究 其 Hausdorff 维 数 与 p 型 导数 W™ (z) 
的 Hausdorff 维 数 . 

5. 对 于 Cantor 型 三 分 函数 C(x). Weierstrass 型 函数 Wz(z)、 第 二 型 Weierstrass WR 
数 W(z), 研究 其 Fourier 维 数 、p 型 导数 W C") (z) 的 Fourier 维 数 ,以 及 它们 与 其 他 维 数 的 
关系 . 
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基于 局 部 域 为 底 空间 的 分 形 微分 方程 与 分 形 偏 微分 方程 是 方兴未艾 的 全 新 
课题 . 
经 典 意义 下 , 微分 方程 与 偏 微分 方程 在 数学 科学 领域 与 自然 科学 领域 中 的 作用 
是 众所周知 的 , 这 是 由 于 在 大 自然 中 , 运动 物体 无 不 具有 速度 , 大 小 形体 无 不 具有 
度量 , 因此 微 积分 的 作用 是 无 可 代替 的 . 但 是 , 分 形 集合 、 分 形 函 数 , 在 失去 经 典 微 
积分 这 一 重要 工具 时 , 却 并 未 失去 “运动 物体 速度 " 与 “大 小 形体 度量 ”的 实际 意 
X. 在 引进 分 形 空间 (K (Kp) ,h) 与 p 型 微 积分 之 后 , 随 之 而 来 的 分 形 微分 方程 、 分 
形 偏 微分 方程 的 研究 便 成 为 重要 的 研究 课题 . 本 章 从 特殊 例子 的 研究 开始 , 进入 一 
般 分 形 PDE 理论 . 然而 , 这 仅仅 是 最 基本 的 探讨 , 更 广泛 、 更 深入 的 理论 研究 以 及 
更 重要 与 更 有 价值 的 应 用 研究 , 都 是 我 们 在 今后 的 研究 领域 中 所 要 开展 的 . 


6.1 特殊 例子 


6.11 ”经典 二 维 波动 方程 的 分 形 边界 问题 

1. 具有 分 形 边界 的 经 典 二 维 波动 方程 

波动 方程 是 三 类 经 典 二 阶 偏 微分 方程 之 一 , 这 类 方程 在 经 典 偏 微分 方程 的 研 
究 中 具有 典型 意义 , 它 描述 了 相应 的 物理 过 程 的 运动 规律 . 经 典 意义 下 所 考虑 的 波 
动 方程 定 解 问题 , 其 边界 是 光滑 的 或 逐 片 光 滑 的 , 并 且 获 得 了 很 完整 很 深刻 的 结果 ， 
达到 了 “数学 物理 方程 ” 研究 的 一 个 高 峰 . 

从 2 进 von Koch 型 曲线 7 为 边界 的 区 域 D 上 的 二 维 波动 方程 定 解 问题 


Pultz y) _ Pult, zy) | Pu(t,z,y) 
r 


ot? Ox? 
u (t,£, Yio = P (2,4); (z,y) € D, 
ðu (t, x,y) 


» t>0,(z,y) € D, 


(6.1.1) 
=v(z,y), (x,y) € D, 
t=0 
u(t,z,y)|, = 0, t>0 


开始 B83l, 这 里 D c R? 是 二 维 区 域 , 以 2 进 von Koch 曲线 y 为 边界 , 7 = 
8D.， 记分 形 边界 í 的 近似 曲线 为 eye. te, 它们 所 围 成 的 区 域 分 别 为 
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Dy, D2,… , Dk,…, 如 图 6.1.1 所 示 . 始 值 函数 yp (zx,y) = pim Pk (2,9), Y (2,9) = 
im ve (cg Æ D HBR 其 中 prve 的 定义 域 为 Dk, k= 1,2,…… 


1.4 
1.2 
L 
sun D, 
WS dln 
Te 
一 0.2 ch 


-0. 
44-02 0 02040608 1 12 14 
z 


(b) 


-04 
-0.4-0.2 0 0.2 0.4 06 08 1 1214 
z 
(o) 
图 6.1.1 
2. 具有 分 形 边界 的 经 典 二 维 波动 方程 的 解 


设 定 解 问题 (6.1.1) 的 解 为 u(t,z,y), 对 于 边界 y, 考虑 其 1 次 , 2 次 ,…,k 次 ， 
… 近似 曲线 yi, 72,…, Ye,…, 分 别 解 问题 


Bur (b TY) _ Pue(t,z,y) Fuk (t, z, u) 


PR: =—a ta t > 0, (2,4) € Dr, 
uk (t, £, Yoo = Pr (2,9), (x,y) € Dk, 
(6.1.2) 
ður (t, z, 
Pee! yy), (2,9) € Des 
t=0 


uk (t, 7,9))y. = 0, t>0. 
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为 解 方程 
Bur (t,2,y) _ ux (t,2,y) E Pur (t,£, y) 
Ə2 Oz Oy?” 
假设 
uk (t,£, y) = Tk (t) uk (2, y) ` 
于 是 , 得 
Zn), (e) = Te (0) { Zaev, MEE s) ) ; (6.1.3) 
3⁄ Th (t) £0, ve (Zz,y) # 0, 由 分 离 变量 法 的 常规 方法 加, R (6.1.3) 成 为 
1 Pre (x,y) | Pre (ey) 1 dT (t) 
ue (ey) { a Oye } “RA a2 (6.1.4) 
令 上 式 右 边 等 于 - (A? + 2), 其 中 A, /为 大 于 零 的 常数 , 则 
Fontes) s), Zelen Y = - (x? + p?) ve (z, (6.1.5) 
5 2: 
g 30 + (A? + u?) Te (t) =0. (6.1.6) 
对 于 方程 (6.1.5), 求 得 它 的 一 个 特 解 
vk (x,y) = sin Az sin py. (6.1.7) 
下 面 用 边界 条 件 uk (x,y), = 0 38985 A, p- 
NF REN, 考虑 边 值 问题 
)2, 
| Mev) + PAED = (24 p) un (z1), (ev) € D. ay 
w (2, Ing = 0, 
其 中 yk 是 von Koch 型 曲线 y 的 第 k 次 近似 , 由 y; 所 围 成 的 区 域 为 De, CEE 


域 D WB k VOEN. 


OH k=1 时, 从 图 6.1.1(a) 看 出 , 区域 D 中 z 55 y 的 取 值 范围 部 在 -与 


5 ZJ, 由 条 件 sinXzsin pyl, = 0, RE (6.1.7) 中 的 固有 什 


\=4'mx, m=1,2,.…, 


p=4'nxn, n=1,2,.…. 
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@ 4 k = 2 时 . 从 图 64.1(b) 看 出 , 区 域 中 z 与 y 的 取 值 范围 都 在 — 
与 7 之 间 , 由 条 件 sinXzsin ay, = 0, 求 得 (61.7) 中 的 固有 值 


A=4mnx, m=1,2,---, KEN, 
w=4nn, n=1,2,..……, kEN. 
@ 一 般 地 , 4k e N 时 . 可 求 得 (6.1.7) 中 的 固有 值 
A=4'mx, m=1,2,--, kEN, 
w=4'nn, n=1,2,..., KEN. 


于 是 , 对 于 k e N, 边 值 问题 (6.1.8) 的 解 为 
Vkmn (z, J) = sin 4*maz sin 4kmnzry- 
相应 地 , 方程 (6.1.6) 的 解 为 
Themn (t) = Akan 008 4 /m2 + nant + Bk n n sin d* Vm? + nant, 


其 中 Ak mins Bryn 是 依赖 于 ,m,n 的 常数 . 
结合 上 述 结果 , 得 到 问题 


> t>0,(z,y) € Dr, 


Pur (try) _ Pur (bs Ty) , Pur (t,2,y) 
Ot2 ~ Ox? Oy? 
uk (t,2,9)|4, = 9, t>0 
的 形式 解 
+00 +00 
te (t, 2,4) = X > Temn (t) Vist (z, y) 
m=1n=1 
+oo +oo 
= > > (A. cos 4Ë Vm? + n2nt + Bkmmn sin 4 /m2 + mant} 
m=1n=1 


.sin 4*maz - sin Atnmy. 


这 是 一 个 缺 项 级 数 . 为 确定 Arm n Brmn 假定 pk (z,3) 与 $e (z,u) 也 可 展开 成 
缺 项 级 数 
+00 +00 


vx (TY) = >> Y ak, a sin 4&mxz sin 4*nay, 


m=1n=1 


+oo +00 
ve (zy) = > D okn sind*mazsin 4*nzy, 


m=1n=1 
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二 oo +00 +00 +00 
> > laka | < +oo, > > lhal < +00, 


m=1n=1 m=1n=1 


由 Fourier 级 数 法 , 得 到 


Akm,n = 4f Pk (z, y) sin 4*mar4*naydedy, (6.1.9) 
De 

Bkmn = P= === L dx (z,y)sin 4Emzz sin 4knrydzdy， (6.1.10) 

这 样 , 便 得 到 问题 (6.1.1) 的 形式 解 


u(t,y) = lim ue (t,2,9) 


十 co +00 
一 lim Lo 2 2. {Atm cost Vink + mint + Bam sin 4 at + at} 


— 
-sin4* mag . sin 4* nny, (6.1.11) 

其 中 系数 由 (6.1.9) 与 (6.1.10) 确定 . 
下 面 考虑 (6.1.11) 中 的 函数 u(t, z,y) = pim uk 人 心 z,g) 的 可 导 性 ， 先 叙述 一 


个 引 理 , 并 证 明 一 个 预备 定理 . 
引 理 6.1.1 HAX f(z) 在 zo 有 导数 f' (co); n > 0 BAH, cn, zn 为 满足 
如 下 条 件 的 两 个 实数 序列 : zn S zo < zn 与 Zn 一 Zn > n (Z, — zo), A im Z, = 
Tto = nim Tn- 则 
pf). 
定理 6.1.1 y(r) 是 R 上 满足 常数 为 A > 0 的 Lipschitz 条 件 的 有 界 函 
数 , 若 对 于 整数 b> 2, 级 数 Yet ,ZE R, 绝对 一 致 收敛 , 且 若 存在 常数 1 > 0, 


n > 0, 以 及 非 负 常数 > 0, WE 
(1) 对 于 一 切 整数 ke Z, 有 


vy (kl) =a, (6.1.12) 
Jo (mth) -en > (6.1.13) 
(2) 下 述 不 等 式 成 立 ， I 
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n A 
T b@-1 e 
+oo 
则 函数 f (z) = X y (bz) 为 处 处 不 存在 有 限 右 导数 与 左 导数 的 连续 函数 . 
k=1 


(6.1.14) 


+00 
` HE ”由 假设 , 级 数 f(z) = Y ç (Mz) 在 z e R 中 绝对 一 致 收敛 , 因此 f (z) 
k: 


=1 
， 连续. 下面 证 明 f (z) 处 处 不 存在 有 限 的 右 导数 . 


WË z € R, 不 妨 设 = > 0. 令 加 = 去 : 对 于 任意 正 整数 ne N, 存在 唯一 的 正 
整数 N。, 满足 


(Nn — 1)m, S z < Nat, (6.1.15) 
即 
(N, — 1) 107” < z < Nplb™. 
+ 1 
En = Nalb ", Zn = (n + i) lb", 

则 

z, sma 16 

En- In = +` = paq: (6.1.16) 
估计 


If (zn) — f (zn)| = 


(b*z,,) — o (bta,,)] + [o (b"z,,) — 9 (b"2n)] 


+ ¥ fp 2.) -o (z) 


k=n+1 
> o (Zn) ~ pza) | po (tzn)] 
N" = 
+ 2 [e (Tn) — 9 (xzn)]|， (6.1.17) 
k=n+1 
由 Lipschitz 条 件 与 (6.1.16) 知 , 4k <n 时 ,有 
|e (Tn) — e (btn) | < < 有; (6.1.18) 


H k =n Bf, 由 (6.1.13), 有 
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ly ("En) — 9 (b"z,,)| = le 人 (n + i) w=) — yp (b"N,lb-”) 


2; (6.1.19) 


p (sa + i) =y (Nal) 


24 k>n+1 时, brzn = bk N,lb n = (b° Na) 1 是 1 的 整数 倍 , B. 


bkz,, = bk (*. + i) lb-" = bF-"-1 (ON, + 1)1 
也 是 ! 的 整数 倍 , 从 而 由 (6.1.12) 得 到 
p(bnzn) 一 p(bnzn)=a 一 a=0. (6.1.20) 
联合 (6.1.17)~(6.1.20), 4 n € N 时 ,有 


7 AL SX, _ Al b(b"-?-1) Al 
14 En) -4 Cen) > nr ="- > (6121) 


再 由 (6.1.16) 5 (6.1.21), 以 及 充分 大 的 n e N, 得 到 


(En) — f (zn) n A _1 n A n 
=== |> -oT (l-am) (6.1.22) 
bn+1 


bn+1 
由 假设 条 件 (6.1.14) 与 (6.1.22), 得 到 
f Gn) — f (En) 


Tn 一 Zn 


lim 
n—+oo 


= +oo. (6.1.23) 


另 一 方面 , (6.1.15) 与 (6.1.16) 给 出 z < zn < Zn, 8 n 一 +oo 时 , #, > zw B. 


最 后 , 据 引 理 6.1.1, 并 且 由 (6.1.23) 知 , f (z) 在 z 处 不 存在 有 限 右 导数 . 对 于 左 导 
数 的 论断 可 以 类 似 得 到 . 

现在 考虑 问题 (6.1.1) 的 解 u(t,z,y) = Am ux (t,2,y) 的 可 导 性 . 

假设 (i,z,y) € [0, +00) x Dk, RH tS y 暂时 固定 , 视 z 为 变量 .对 于 两 个 
级 数 


十 co +00 
de (2,9) = >， {Armm cos 4* /m2 + nnt} -sin4*maz - sin4* nny, 


m=1n=1 


6.1 特殊 例子 .225 . 


+00 +00 
Ux (t,2,y) = yi y? {Bumn sin4* Vm?+ reat} -sin 4* maz - sin 4*nxy, 


m=1n=1 
其 可 导 性 相同 . 假设 两 级 数 在 关于 n, m 求 和 后 能 写成 
Ax (t,2,y) + u(t, x,y) = O (4*t, 4*x, 4*y), (6.1.24) 
于 是 
ub oy) = lim © (4kt 4kz,4ky) . (6.1.25) 
定理 6.1.2 BUR Soy (4t, ate 4y) HERBS 对 于 (toz, yo), 0 < 
to < +00, (z,yo) € Dk, k eN e 
p(x) = Y (4*to,2,4*yo), TER. 


假设 p (z) 是 R 上 满足 常数 为 4 > 0 的 Lipschitz 条 件 的 有 界 函数 , 若 存在 常数 
n> 0, 使 得 
(1) 对 于 一 切 整数 ke Z, 有 


kG) -eg >n; (6.1.26) 


(2) 下 述 不 等 式 成 立 : 
n- $ >0. (6.1.27) 


十 oo 
则 和 函数 > yp(4*z) 为 处 处 不 存在 有 限 右 导数 与 左 导数 的 连续 函数 . 
k=1 
+00 
证 ”由 假设 , 级 数 Sv (4t, 4a, a*y) Ec e R 中 绝对 一 致 收敛, 因此 和 函数 
连续 p 
另 一 方面 , o (z) ÆR 上 满足 常数 为 4 > 0 的 Lipschitz 条 件 的 有 界 函数 , 并 以 
+00 
WH b= 4 1 = 1 满足 定理 6.1.1 的 条 件 , 故 和 函数 》 plr) 为 处 处 不 存在 关于 z 


的 有 限 右 导数 与 有 限 左 导数 的 连续 函数 . 定理 得 证 ” 
由 于 问题 (6.1.1) 的 形式 解 是 (6.1.25), 故 只 要 取 定 理 6.1.2 中 的 消 为 
W(4kt, dx, 4Fy) = O(4*t, 4x, Ay) 一 (4 lt im 44-1), 
满足 定理 6.1.2 的 条 件 , 定 解 问题 (6.1.1) 的 形式 解 便 会 产生 分 形 函 数 , 即 处 处 连续 
但 处 处 不 可 导 . 现在 运用 计算 机 来 描述 二 维 薄膜 在 某 个 给 定时 刻 的 振动 状态 , 以 产 
生 逼 真 的 振动 形状 与 视觉 效果 , 目的 是 通过 数值 例子 来 探讨 形式 解 的 性 质 . 
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给 出 取 初 始 位 置 pk (x,y) = 0, 初始 速度 vx (x,y) Z 0 的 例子 . 则 


Qk,mny 


Mm TD mn rT 


其 中 ok mn 二 Wr (z, y) sin 4 maz sin 4Enzuydzdy. 
Dk 
例 6.1.1 ”初始 速度 


Qkmn J: Wr (z, y) sin 4* maz sin 4*naydrdy 
De 
š š 
= Bi, sindtmaede Í sin 4*naydy 
š 
zi 1 k tt/ 1 NTAN 
== (- Tmar = cos 4 maz) i ( Fnr 084 nay i 


mr . 4*mx 1 Zai Akna ， 4knTr 
Fnr 2 T0 


z 1 2sin £ sin 
~ k? \ aka 2 10 


1 4 (s dem _ Ant) (y denn i zay 


= (4a)? mn 2 -0 2 T0 
因此 
十 oo 十 oo 
uk (t,2,y) = > > {Beam sin 4* /m2 + rat} - sin 4*maz - sin 4nay 
m=in=1 
SE 16 , 4&mn ，4kmz ， 4knr _ 4Fnz 
= SIn sin sin sin 
LS = lk (44x) Vm2+n2mn 2 10 2 10 


` sin 4£x-V/m2 + n2t sin 4*maz - sin 4*nay. 


对 于 解 wu (420), 系数 为 Bama EE. 不 难 验证 , 定理 61.2 的 条 


件 满足 , 故 解 (t, ©, y) 连续 , 但 处 处 不 存在 有 限 导数 , 它 是 定 解 问题 (6.1.1) 的 一 个 
分 形 解 . 如 图 6.1.2 Bra. 
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图 6.1.2 


例 6.1.2 ”初始 速度 


2323 

h co < ene [Eb 
0, 其 他 . 

解 计算 


Qkmmn = / Ux (z, y) sin4*maz sin 4knzydzdy 
De 


š š 
= f zk sin 4£mzzdz J y" sin 4knzydy 
š š 


= [rr 


— (1 eels ae 


[s= b k! ZK 一 27 一 1 
+sin4*max -1? 一 一 一 一 一 
ü > CU GJS Di Gia 


2 
$ 


. (ew EE aia 


= (k — 25)! (&nxz)2*1 


ls) aaa | 
: ;kl yi 
+sin4* -1 ——— et 
sin4*nay > (-1) (k —2j — Di (ena? | 


2 
5 


整理 后 可 看 出 |axmn| < +00, 故 解 us (t,2,9) 的 系数 Bk mn = aie 
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Bl 6.1.1 有 相同 的 性 质 , 从 而 解 u(t, =,y) 连续 , 但 处 处 不 存在 有 限 导数 , 它 是 边 值 
问题 (6.1.1) 的 一 个 分 形 解 . 如 图 6.1.3 所 示 . 


Co8<050 1 008<05 
(a) t=1, k=2 (b) t=6, k=2 
图 6.1.3 
例 6.1.3 ”初始 速度 
sin 4kz sin 4ky， (z,y) € B 3. 2 引 , 
Wk (@y) = BB 42 
0, 其 他 . 
解 计算 


Gk,m,n =f Wr (z, y) sin 4*maz sin 4*nxydady 
Dy 
i k k, i k, k, 
=f sin4“zsin4' mmzdz | sind ysind nxydy 
2 2 
š š 
=mi === =) (sin 4* maz cos 4*x — Mī cos 4mazsin4*z) |} 


1 in 4k k kescey Ab 
‘Fy (sin 4*nzy cos 4*y — nx cos 4*nxy sin 4' ula» 


40k,mn 
这 里 Bomn = GARE 与 前 两 个 例 稍 有 不 同 , (EE RE AEA 
数 的 条 件 , 故 问题 (6.1.1) 仍 具 有 分 形 解 . 如 图 6.1.4 BER. 
注 6.1.1 ”从 物理 意义 上 看 , 例 6.1.1~ 例 6.1.3 是 对 于 薄膜 在 小 区 间 É. 2,2, J 
EAA it PEA AE AEH. 
注 6.1.2 如 果 对 于 问题 (6.1.1) 的 初始 条 件 要 求 满足 _ hk nm，Bkman 


具有 ako ,0<a<1s> 1,t > 1 的 阶 , 就 会 满足 定理 6.1.2 的 条 件 , 从 
== 
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而 会 产生 分 形 解 . 


05 
y 08-05 z 


(a) t=1, k=2 (b) t=6, k=2 
图 6.1.4 


6.1.2 p 型 二 维 波动 方程 的 分 形 边 界 问题 
1. 具有 分 形 边界 的 p 型 二 维 波动 方程 


p 型 二 维 波 动 偏 微分 方程 有 其 物理 意义 eol, 代表 定义 在 二 维 局 部 域 上 的 “ 薄 
膜 " 的 振动 , 可 以 从 具体 问题 出 发 而 推导 出 运动 方程 


Pult zy) _ A u(t,z,y) | 0u(t,e,y) 
ae apt aye? 


这 里 Pultz) OWu(b ry) Pultz y) 
BO Oe? Byte) 


u(t, x,y) ae 
数 , 而 二 则 代表 运动 物体 的 位 置 u(t,z,y) 关于 时 间 te R+ 的 变化 率 ， 
BN p 型 “速度”, (z,y) € Kp x Kp. 


分 别 是 u(t,z,y) 的 二 阶 p 型 偏 导 


具体 地 , 考虑 问题 
A u(t,z,y) _ Au(t,c,y) Pult zy) 
Eo) = —x + Bye? t> 0,(z,y) € Q, 
u(t,z,y)|,=o = 9 (zy), (z,y) EQ, 
a (6.1.28) 
ô t, 2, 
S| eeu: veo, 
u(t,z,y)|, = 0, t>0, 


其 中 边界 y 是 p 进 von Koch 型 曲线 , 所 围 成 的 区 域 记 为 Q c K, x Ky; 边界 7 的 
近似 曲线 为 mu, ya, …, 所 围 成 的 区 域 分 别 为 91, N, ---, 图 6.1.5 Æ p= 5 时 的 n, 


Ya Va- 
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1 tae a ee 
oF p FI = g 
osftus mr un uH 
o7} 4 
0.6) 

¥ 05 
04 een 
0.3 
02h n li h) 
0.1 
n Ë 


% 0.10.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 0 0.10.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1 
z z 


图 6.1.5 


假设 始 值 条 件 p(z,y) = lim ok (zy) 5d (2,y) = lim pe (zy) FE N HM 
SK, 其 中 pk (z, y), Ve (2,9) 的 定义 域 为 De 大 = 1,2,…. 
为 解 定 解 问题 (6.1.28), 本 节 中 在 p 级 数 域 上 进行 . 为 此 , 先 回顾 p 级 数 域 的 基 
本 知识 . 
将 非 负 实数 直线 记 为 Kp = [0, +00), 对 素数 p > 2, Vz € K, 可 表示 为 
B= 28 +--+ 2187) +298 + TB! +--+, 


其 中 z; € {0,1,---,p-1}, j > 一 s,s € P, |8| = p-1, 运算 加 法 “+” 是 按 位 mod p, 
不 进位 , x,y € Kp = z + y = (z; + u; mod p). 
Kp 的 特征 群 Tp = {wy : y € Kp, wy € C) 是 熟知 的 Walsh 函数 系 , 每 个 特征 


wy 对 z € K, 的 作用 是 wy (z) = exp yes, 其 中 y@z = > zku-i-k (modp) = 
k 
z@y = rz-i-k(modp). 


k 
K, 的 紧 子 群 D 及 其 特征 群 
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To={w@):D>CzEDjEP), wl) =p hoz, 
在 二 维 情形 , 紧 群 D x D 的 特征 群 To x TD 为 
Tp xTFp={uis(z,y)=uji(z)us() : Dx D >C, (x,y) € Dx D, j,s € P}. 


函数 f(z,y) : D x D — C 可 形式 地 展开 成 Walsh-Fourier RH, 


+00 
fley) = >》 asw (z)u, (g), 


j s=0 
其 中 2ri . 2ni 
wj (z) = exp i Oz, u, (u) = apon 
系数 为 
a= J, „pf zy, (2) We (9) day, 
用 p 进 向 量 表示 


@=(2,21,°*+), To, ++ € {0,1, p- 1}, 
y= (yoy), Yoyo: € {0,1,---,p—1}, 
j= (j-n j-t+1,*** sjo), j-t:j-t+1,*** jo € {0,1,---,p—-1}, teP, 


S= (8-7) 8-r41 t380), -rs-rt 80 € {0,1,1 ,p- 1), TEP, 
2ni , Qn ¿ ; ，2r 
wj (z) 一 ep Qa i eee. (Fas) Wima. (Zasa) ’ 
k k 


2xi 2x L. 2x L 
Ws (y) = exp TS Qy = cos T (Snes) + i (x ns] y 
k k 


Bo)u Du au 80) 、 
p 型 导数 Tar eal’ g gaa 的 定义 及 其 等 价 定义 在 第 3 章 中 已 经 给 


H, 本 节 采 用 文献 [48] 中 的 形式 : 对 于 Haar 可 测 函 数 f : K, — C, FRR 


+N p-1 
lim p* Ajf (T+ijp™*-!) 
Nte > > 


kl, ,p—1, 则 称 此 极限 为 f(z) 


存在 且 有 限 , 其 中 Ay =P, Ay = 了 
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在 z 点 的 p 型 导数 , WA fO (z). 关于 p 型 导数 的 性 质 , 可 参看 文献 [7], [48], [60]. 
下 面 要 用 到 的 p 型 导数 的 基本 性 质 有 


Dwija (z, I Ow; (z, 
ee ED) = jw (2) ws (y), SRE = ou (2) we) 


ai?) z È 82) wj (z, 
— = Puy (ean), ZERREN — stu (2) w (0). 


2. 具有 分 形 边界 的 p 型 二 维 波动 方程 的 解 


解 第 k 次 定 解 问题 : 

eal 2a) — 2 ae Ü) t>0,(c,y) €%, 

uk (t, 2; lio = Pk (2,9), (x,y) € Qr, 

Saa (zD (6.1.29) 
= an = W (zy), (2,4) € Qk, 

u (t,£, Y)ly, = 0, t>0, 


其 中 y, yo，…, Ye,"… Æ p BE von Koch 型 曲线 y 的 第 1 次 , 第 2 次 ,……, Hk 次， 
… 近似 ; 初始 值 (2,y) = lim ok (z, y) 5 Y (z, u) = lim Ye (z, u) 在 中 收敛 
其 中 wk (x,y) 与 ve (z, u) 的 定义 域 为 Qk,k = 1,2,…. 

BK uk (t,z,y) = Tk (t) ux (z,y) 是 问题 (6.1.29) 的 形式 解 , 对 于 上 = 1,2,3,---, 


Pur (tty) _ aT (t) 
oe T at) vk (zy), 


aP uk (t, z, a BC)uk (z, y) 


aa Oey 
Pur (t, z, u) p 2 vx (2,9) 
ya = OG 
将 其 代入 方程 
8? up (try) _ 0? ux (try) DC)uk (t, z, u) 
at) _ Ox?) Oy?) i 
得 到 
aT (t) 


8 vg (ayy) | Ove (z, u) 
qe (zy) = Te (t) (Zepa + eee) 


’ 
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当 Ty (t) # 0, ve (x,y) Z 0 时 ,得 


1 aN) aA Ou, (x,y) ü 80) ug (x,y) 
T(t) dt® — ok(z,y) ðr?) by?) Š 


由 分 离 变 量 法 的 常规 方法 , 令 上 式 右边 为 + p?, 入 > 0, z > 0, 得 


=) +p, A>0,p>0. 


1 dT (t) $ Ov (x,y) , A? vk (z, y) 
+ Bye) 


T(t) dD ve (@,y) dx?) 
于 是 
Dop A vg 
Baer + Byer = OP +H) vo (6.1.30) 
AAT, 
qa = +P) Tx, (6.1.31) 
易 验证 


wen (2,9) = sin (z as 2) sin (z ue ») 
是 (6.1.90) 的 解 . 为 确定 À 与 /利用 边界 x 上 的 条 件 onal, = 0, 得 到 
Àk, = À (k.m,p), pknp= pk,n,p), mn=1,2,.... 

于 是 , 解 可 写 为 

Ue mn z, 1) = sin (z Anss 2) sin (z Gitar ® d} kmn=1,2,... . (6.1.32) 
对 应 地 , 方程 (6.1.31) 的 解 为 
Tenn = A,m ,n cos (= emp ® +n. sin 外 Cunp@ 外 kmn=1,2,--.. 

(6.1.33) 
联合 以 上 结果 , 得 
Uk,m,n (t, z, y) = Tk,m,n (t) vk,m,n (z,1) 


2 2: 
= {Arm cos (Zx... @ 4) + Bismn sin (Zuno @ ) ) 


-sin (Zx... 82) sin (Zuno @ v) > km,n=1,2,---, (6.1.34) 
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(20 . (2: 
J @k(z, g) -sin (Farms ® 2) -sin (Zuno @ v) dady 
Ny P P 


. [27 E . [27 g i 
本 sin pny OE -$sin prer Oy dzdy 


kmmn = 


(6.1.35) 


Bk,mn= 


. (6.1.36) 


定 解 问题 (6.1.29) 的 形式 解 为 ete 
up (t,2,4) = > SO Thmn (t) Vk,m,n (29), 


m=1n=1 
于 是 , 问题 (6.1.28) 的 形式 解 为 


+00 +00 


u(t,2,y) = lim ug (t,2,y) = lim DD ue mn (ts 2,9)- (6.1.37) 
m=1n=1 
3. 数值 例子 


例 6.1.4 JR p= 3, 3 BË von Koch 型 曲线 的 第 1、 第 2、 第 4 次 近似 曲线 的 
6.1.6 所 示 . 


0.9 09 
0.8 0.8 
0.7 0.7 
0.6 0.6 [ 
Vos y 05 E 
04 0.4 
03 | 03 L] 
0.2 a) a a 
0.1 | o 
1 


oie = 0 
0 0.10.20.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.10.20.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.80.9 1 
z z 


1 

0.9) 
0.8) 
0.7) 
0.6] 

y 0.5| 
0.4) 
0.3) 
0.2) 
0.1 


0 
0 0.1 0.20.3 0.4 0.50.6 0.70.8 0.9 1 
z 


图 6.1.6 
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对 于 p= 3, 记 z, 和 ,y,p 的 3 进 制 表示 

了 一 7080 十 2181 + 226? +++ HEH, ToT ,Te € (0,1,2), 

A=A_sB + Asap T H HABT HA HA H, 
XA.) € {0,1,2},|8| =37}, s €P; 


Y =u + yp HB? HHYH Yoy Ya E {0,1,2}, 
Hapa + Hoa B OT + + p-ap + ob? +p H, 
Hs) H-s-15-*+ € {0,1,2},]81=37}, s EP. 
由 A@z= J ardi 5 z € Q, Hey = r= = 0, FR X@ 的 值 与 
k 


Yo: At, Xa,…… 的 值 无 关 , 故 不 妨 取 Ao = Xi = Az = …= 0, 使 得 


入 @zr= > zkA-ik = 和 -170 十 和 -271 十 …' 十 和 -e+17s-2 十 和 -saZe-1 
k 


2: .2 
sin = (入 @z) = sin = (入 -17zo 十 和 ~271 + +++ + A~s41%s—2 十 和 sa7s-1) . 


同 理 
HOY = Yk = -iV + 4-241 +++ 
SE aioe + H-sYs-15 
sin = (u®y) =sin = (u—1yo + H-2y1 + °° 
+H~s+1Ys—2 + U-s¥s-1) - 


下 面 根据 边界 条 件 wklw = 0 来 确定 A, p 的 
值 . 对 于 3 进 von Koch 型 曲线 y 的 第 0 次 与 第 
1 次 近似 , 如 图 6.1.7 Bim. 

第 0 次 近似 . yo = ?oaU?ozU?os U ro 
EACH 4 条 边沿 逆 时 针 方向 围 成 Q, 其 中 


on = {(z,y) : z € [0,1),y= 0}, 
70,2 = {(z,4) : £ = 1,y € [0,1)}, 
70,3 = {(z,y): z € [0,1) y = 1}, 


a = {(z,y): z = 0,y € [0,1)}. 
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粗 实 线 


Yon = {(z,y) : z € [0,1),y = 0}. 


0 1 
1 1 
w1: ze) = s= (3) += (3) +, Zo=0, mz: € {0,1,2}, 


JA 1\! 
y=0-y=w(5) +n (5) te, p=n= 


，1(f 2 .2: 
@sin (es)| = sin F (A-170 + A201 十 … 十 和 -s7e-1) 
Tol 


70,1 


. 2 
= sin > (A-221 + A-gt2 + +++ + À—s2s-1) 


oa 


. [27 . 2: 
@sin (Snes) = sin S (lgyo + p29 +++ + H-sYs-1) 
Vo, To 
、 2x 
= sin (ur 0+A2 O04 + p-a: 0) =0 
ol 
自然 成 立 . 于 是 , 对 于 任何 X mH sin (A @ z)sin = = (ev) =o 
a 
细 虚 线 10,2 = {(z,y) : £ = 1,y € [0,1)}. 
i 0 
%0,2 : s=iee=1(3), zo =1,2; = z2 =: = 0, 
1 0 1 1 
= (0,1) +y=m (5) +n (3) +, yo= 0, popi € {0,1,2}, 
. 2x 
@ sin Migs = sin — (A-120 + À-221 +++ + À-sTs-1) 
To,2 3 "0,2 
_ 2n , 2n 
=sin 可 (A-120) 一 sn 了 (A-1-1), 


10,2 


M A = 0 N, A sin E (A-a 1) =0, 因此 只 要 和 -1 = 0, 就 有 sin = (A@ 2) 


0,2 


10,2 


> 
10,2 


、2r 
=sin (Haun + Habe + ` `` + H—sYs-1) 
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FR, 4 A= m-32, m e N B, A sin (A@2)sin wey) =0. 
Yo,2 
细 实 线 oa = ((z,u) : z € [0,1),y =1}. 
1\° 1\" 
10,3 : #=[0)1) === (3) +2) (3) +, Zo=0, 21,22,--- € {0,1,2}, 
1\° 
y=1sy=1(5) > w=l, n=y=---=0, 
2: 2: 
Dsn (Fars ) = sin F (Aigo + A-201 ++ + A951) 
0,3 0,3 
_ 2x 
=sin + (A-221 十 和 -3z2 十 … 十 和 -szs-i| 5 
7o,3 
，( 2r ， 2r 
@ sin (Fue) = siny (H-1 yo + y-2y +++: + 
To,3 To,3 
. 2r ，2 
= sin > (4-190) =sin Z (M11). 
10,3 


0,3 


H pa = 08, f sin (u1 +1) = 0, 因此 只 要 -1 = 0, 就 有 sin uoy) 


0. TE, M a =n. n € N Ë, # sin TA @z)sin 25 (uay) =0; 
To,3 
粗 虚 线 0,4 = {(z,y) : z = 0,y € [0,1)}. 
1\° 1\1 
0,4: z=0-2=0(3) +0(5) ， Zz0=21= 22=.…=0, 
1\° IN: 
y = [0,1) >y = yo (3) +m (3) +, yo=0, gb: € {0,1,2}, 
. [2x , 20 
Q sin (Faen) = sin — (A-120 + À-221 +++» + À— srs1) 
3 os 3 Yoa 
=sin Z (A10+A-20)| =0 自然 成 立 ; 
3 “Yo, 
2: .2: 
®© sin (ee) = sin (u-1y0 + y-_2 +- + 
Yoa Yo, 


. 2x 
= sin 本 (B—211 + Haya + ` ` + Heys-1) 


10,4 
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FE, 对 任意 à, mE sin (A @ z) sin suen| =0. 


综合 以 上 , 在 第 0 次 近似 时 , IR À = m-3?, n =n.32, m,n € N, 边界 条 件 满足 . 
归纳 地 , 第 ke N 次 近似 ye, 


5 


4 5 
m= Ü U Ü mon REN, 


htija je=l 
固有 值 序列 为 和 = 3k+2m, p= 3*+2n, m,n € N, k € P, 则 边界 条 件 满足 . 
于 是 , (6.1.30) 问题 的 固有 值 序列 为 


大 十 2， k+2, 
Akm = 3"*?m, pk nia = 3Ft2n, 


m,n=1,2,--:, 
解 可 写 为 

Uk,m,n (z, U) = sin = = (3*+2m @ z) sin = T (3**2n @ y) ; 

k=0,1,2,---, mn=1,2,---. 
对 应 地 , 方程 (6.1.31) 的 解 为 
Thina (t) =Ak,m,n COS = (3*+2m @ t) + Bi,mn sin = (3*+2n ®t), 
k=0,1,2,---, mn=1,2,---. 
联合 以 上 结果 , 得 
Uk,m,n (t, z, y) =Tk,m,n (t) Uk,m,n (2,4) 


一 S cos z (3**?m @ t) 十 Bkmnsin = (3*+2n ® 9) 


-sin = = (3*#2m @ z) sin = T (akt2n @y), KEP, mneN, 


其 中 
f (x,y) -sin z iii @ z) -sin — on z (tn Q i dzdy 
Ak,mn = —* 
, 2 rok+2 «2H /ok+2 
sn 一 (3 TAN -J sin = (3*+2n @ y) i 
a 3 3 

Í. Ye (L,Y) «sin = (3*+?m 8 z) -sin = (3*?n @ y) dzdy 

了 kmn = > 


z z 
sm == (me z)) -位 至 ee dzdy 
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定 解 问题 (6.1.29) 的 形式 解 为 


十 oo 十 co 


uk (52,9) = 》 3 Thin (t) vhsmn (z, 3), 


m=in=1 
于 是 , 问题 (6.1.28) 的 形式 解 为 


+00 +oo 
u(t,2,y) = lim uk(5z,y) = fa > Uk,m,n (t, 2, y). 
p=5,0x(2,y) = 0, wk(Z,y) 与 例 6.1.1 中 的 vela, y) 相同 的 数值 解 的 近似 图 如 
图 6.1.8 所 示 . 
其 他 数值 例子 , 如 p = 5, p = 7 的 von Koch 型 曲线 为 边界 二 维 波动 问题 
(6.2.28) 等 , 都 可 给 出 具体 的 解 与 各 阶 的 近似 图 形 . 


ce 

š a oO 
0.2 

00 工 


t=1, k=2 


图 6.1.8 


6.2 ARR K, 上 分 形 PDE 的 一 般 理论 


例 6.1.4 显示 了 局 部 域 上 的 一 个 特殊 的 p 型 二 阶 偏 微分 方程 的 定 解 问题 的 解 
的 状况 , 它 启示 我 们 建立 局 部 域 K, 上 分 形 偏 微分 方程 的 一 般 理论 . 


6.2.1 WAPAT Ta 


局 部 域 K, 上 的 拟 微分 算 子 在 局 部 域 微分 方程 理论 中 占据 极其 重要 的 地 位 . 本 
节 作为 局 部 域 上 微分 方程 理论 的 基础 , 以 p 级 数 域 为 研究 对 象 . 有 两 个 原因 : 一 是 
p 级 数 域 的 运算 是 按 位 的 模 p 加 法 , 不 进位 , 因此 比较 简单 , 作为 局 部 域 上 的 微分 
方程 理论 研究 的 入 门 , 是 比较 适宜 的 ; 二 是 关于 一 般 局 部 域 , 包括 p 级 数 域 、p 进 数 
域 、 两 种 域 的 有 限 代数 扩张 , 其 上 的 微分 方程 理论 很 不 成 熟 , 是 当今 的 前 沿 课题 , 开 
问题 非常 多 , 有 待 于 进一步 的 深入 研究 (81591. 
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1. 局 部 域 K。 上 的 Fourier 分 析 
假定 读者 已 经 熟悉 局 部 域 K, 上 的 Fourier 分 析 的 一 般 结果 , 如 检验 函数 空 
BJ S(Kp)、 分 布 空间 S* (Kp). RER S% (Ky) = S% (Kp x Tp); p € S(K,) 与 
f €S*(K,) 的 Fourier 变换 与 逆 Fourier 变换 、 两 个 元 的 卷 积 及 卷 积 的 Fourier 变 
BARS. 参看 3.1 节 . 
2. 局 部 域 K。 上 的 拟 微 分 算 子 
局 部 域 K, 上 的 拟 微分 算 子 Te 的 定义 如 下 . 
Üt E e T, W (E) = max (1, ë|), AI (€)* € SZ (Kp), a € R, p>0,0>0. 以 
(6)° 为 象征 的 拟 微分 算 子 记 为 Ta( 参 看 (3.2.2) R): 
Tap = (E) 9)”, Ve ES(Kp), (6.2.1) 
并 且 定 义 
(Taf, p) =(f,Tay), Vf €S* (Kp). (6.2.2) 
对 于 a > 0, WF T, WH a 阶 p 型 导 算 子 ; 对 于 a < 0, HF T, WH -a 阶 
p 型 积分 算 子 ; 对 于 a = 0, 算 子 To : Tof = f = If 为 恒 同 算 子 . 
为 研究 局 部 域 K, 上 的 拟 微分 算 子 Ta 的 卷 积 核 , 首先 定义 一 个 分 布 ra € 
S* (Kp). 
定义 6.2.1 (分 布 za) W oe e C, WF Rea > 0, 定义 一 个 分 布 ra € S* (Kp), 


aao) = f ||°"* e(z)dz, Ve €S(K,). (6.2.3) 


上 述 积分 是 绝对 收敛 的 , 从 而 保证 了 定义 (6.2.3) 的 合理 性 . 进而 , 注意 到 分 布 ra 
在 Rea > 0 上 是 全 纯 的 , 故 可 将 ra 解析 延 拓 到 复 平面 C 上 , 使 Wp e S (K,), 有 


| 
trav) = [tel (ote) eae f m PT oedet Se. 
_ (6.2.4) 
显 见 , 在 复 平面 C 上 , 除了 ax = =, k € Z, #F, ra 是 解析 的 , 从 而 对 于 任意 
非 零 实数 o Z 0, 分 布 re 的 定义 是 合理 的 . 

(6.2.3), (6.2.4) 可 简化 为 Ba: 对 于 a € R,a Z 0, 

(Tas?) = f |z] 1 (p(x) —p(0))dz, Yọ e S(K;). (6.2.5) 
Kp 


ARAT Ta 的 卷 积 核 , 现在 证 明 两 个 引 理 . 
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引 理 6.2.1 设 ce 了 ,对 于 ac 关 0, 有 


a _ p-a-1 pe 
s cee) - nae = (FFE + PS ee) a- ao, 
其 中 
Ao (z) = b ; a B? = {z € Kp: |e] <1). 


证 ” 作 变 量 代 换 t= tr, dt = |l dr, 得 到 
[tare e-eay— deter | eu Cd) -Da 
局 


lel<lél 
lejo -a-1 iA 
=l Í eq xO Dat. 


él <1, W x(t) = 1, B wan (x (=t) — 1) dt = 0; # |E] = p™ > 1, BH 
t| 
N>0, 则 


f RS! (x (=t) — 1) dt -f R] (x (+t) — 1) dt 
dl (dd 
x 1 
= yprer-r ( [ x(-t)dt —p" 人 = 3) 
r=1 ltl=p" p 
as al- peN 
ae (: >) P Ipe 


bs iw, ips 
oe t+-—>= 
因此 
=e! Dp spt a \i 

J e ta) -De (PRE 4 SP het) a a0). 

定义 6.2.2 (局 部 常 值 函数 ) BRAY: Kp 一 C 为 局 部 常 值 的 , 若 Vz € Kp, 
存在 整数 1(z) e Z, 使 得 0 (z +) = 区 (z), y € BO; 局 部 常 值 函数 的 全 体 记 为 
H (Kp). 

318 6.2.2 RaeR, > 


1—p* 
[ope tiyr cs Ao, a#0,-1, 


Ka = (. _ z) (1 — log, |z|) Ao, e= -1, 


ó, a=0, 
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则 
(xa) = (@)°. 
证 ”由 定义 知 , 分 布 ka 具有 紧 支 集 , suppkc C B°, 因此 , 不 难 证 明 , (ka)^ 是 
局 部 常 值 函数 ， 
(a) 当 a £ 0,—1 时 , 利用 (6.2.4) 式 , Fubini 定理 与 引 理 6.2.1, 有 


1 一 pe A t= 
(Era) e) = (Gar ate’) 


= -pl 
= h aray 加 -从 0)az+ 王 -人 
= r: 人 Ox ie sea 
- == oO | ge) = dade + SP th) 


R 1 一 pe ad a 1 一 pr-o- 1—p- 
== = (= lp + PRE 


=( (° ar a tbe 
= (ke a- Ao) + Aoo). 
( ) 


因此 
i A -1 1 一 pa 
(Ka)^ =KIEL- Bo) + 7 Paar Ao + pyar Ao 


=|€|* (1 — Ao) + Ao = (€)*- 
(b) 当 a = -1 B$, 


weayr=(1-5) Í, (1 — log, |z|) x (—€z)dz 


= (1-2) (s= f. to lx (£2) 42) 


计算 积分 J, log lax (—€z)dz. 车 | < 1, W 


+00 z 
人 mlxCenaz= > f: log, leldz = > 7)p (- 5) -— 
因此 


eno- (H) (r5) ee 
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Æ (€l=p" > 1, W 


1 一 cz) dz 十 1 —€z)dz 
asa ogÜlz|x(—€z) hinges og, |z| x (—€z) 


+00 2 1 N-1 
=d cre 人 一 ) +5 (=r) x(-éz)dz 


r=0 lzl=p-" 
=- 人 一 2) Y+ (-N +1) (-p7™) = = = A, 
因此 
-O= (1-5) (-45) =K, iel>2. 
综 上 得 到 


(n1)* (€) = 全. 
(c) 当 o = 0 时 , 得 到 
(£a) = 6% = 1 = (@°. 
引 理 得 证 
定理 6.2.1 K<. 具有 半 群 性 质 : 
Ka *K8 =Karp, O, Ü € R. 
iE 对 于 a,B ERR, suppra C B°, suppke C B°, 从 而 ka * rp 存在 , 因此 
(karp) = (8)“* = (€)*- (€)? = (ka (kp) = (kax xa)", 


故 得 到 ka * rg = ka+8. 

算 子 Ta 具有 如 下 性 质 : 

定理 6.2.2 设 aeRR, 则 

(1) Vf e S* (Kp) > Taf = ka* f, MAT Ta 有 卷 积 核 ko; 

(2) Vf € S* (Kp), @,8 € R > Taref = TaTof = Ta+a f. 
Am TaT-af = Tof = f, Bl (T)! = T-a. 

证 (1) WET o € R 5 fes (K,), 由 suppra C B°, 从 而 ka * f FE. 利用 
引 理 6.2.2, 得 


Taf = (@“ FY = (tsa) + f°)” = (ear 有 一 ks 下 


(2) ToT f = Ta (Taf) = Ka * (Kg * f) = (Ka * Kp) * f = Kata * f = Tarp f. 
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下 面 寻找 拟 微分 算 子 T, 在 分 布 空间 S* (Kp) 中 的 不 动 点 集 , 为 分 形 微分 方程 
理论 作 准 备 . 

由 于 To = 1 为 恒 同 算 子 , Vf e S* (Kp) > Tof = f, 故 本 小 节 中 设 o Z 0. 

定理 6.2.3 ”对 于 a e R, 空间 S(K,), S* (Kp), E (K,) BMT Ta 的 不 变 
空间 . 

证 明 留 作 练习 . 

然而 , 算 子 Te 的 不 动 点 集 却 与 f ES (Kp) 的 支 集 有 关 . 

定义 6.2.3 (空间 E(Kp)) ”对 于 f e S* (Kp), 定义 


E (Kp) = {f e S° (Kp) :suppf C I°}, 
它 是 Fourier 变换 具有 紧 支 集 且 支 集 suppf^ FET 中 的 分 布 的 全 体 . 


定理 6.2.4 É o € R, a Z 0, M Tag = g 当 且 仅 当 geE(K;). 
证 充分 性 . EZ g c E(K,), H suppg^ c T9, 有 


(Ka * g)° = (ka -g^ = (@)% g^ = g", 


这 最 后 一 步 是 因为 《e Bo = (6) = 1. 于 是 据 定理 6.2.1(1) 与 Fourier 变换 的 唯一 
性 , 得 Tag = ka * g = 9, 充分 性 得 证 . 
必要 性 . W Tag = g, g € S* (Kp). 车 suppg^ Z T°, 则 必 存 在 检验 函数 pe 
S(Kp) ,suppp C K,\B°, 使 得 
(9^9) #0. (6.2.6) 


H ç e S(K,), 必 存 在 整数 N c N, 使 得 suppp c BN, R. 


N N 
ya Lo- 更 B--\B-r+1 = Yer 
r=1 


r=1 


其 中 wr = yp :Bp-r\B-"r+1 € S(Kp). FH, (6.2.6) 给 出 : 存在 ro,1 < ro < N, 使 得 
(9^; Pro) # 0. 
另 一 方面 , 由 Tag = ka * g = g fš g^ = (6)"9^, 故 
(I^, Pro) = ((€)° g^, Pro) = (g",(8)% Pro) = (gs P* pro) 一 Demo (9^, Pro)» 


因此 有 pero = 1. 但 这 与 a Z 0, ro 40 矛盾 , 故 suppg^ c To, 必要 性 得 证 . 
定理 6.2.5 Ta HAAR E(K,) Æ H (Kp) 的 子 集 , A 


E(K,) = {f € H (Kp): f Œ B° 的 陪 集 上 取 常 值 } . 
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拟 微分 算 子 Ta 关于 实 参数 o e R 是 连续 的 . 
定理 6.2.6。” 设 a ERR, 则 ro KF o 在 空间 S* (Kp) 内 连续 , 特别 地 ， 


dim ka = ó, TE S* (Kp) 中 ， 
Alim ka = K-i, 在 S* (K,) 中 . 


证 显然 , 对 于 a e R, (6)° 关于 参数 o fE S* (Kp) 内 连续 . 进而 , H Fourier 
变换 算 子 在 空间 S* (Kp) 中 的 连续 性 知 , ((€)")” 关 于 参数 a 在 S* (Kp) 内 连续 ， 
此 核 ka 关于 参数 a 在 S* (Kp) 内 连续 . 

EA 6.2.7 设 aeR, 对 于 feS*(Kp), 有 


rt 
证 首先 证 明 , Vp es S(Kp), 有 Jim Tp = Teç. 事实 上 , 设 整数 ! < N, 记 函 
数 集合 
DW = (e E€ S(Kp) :suppp C B!,g 在 BN 的 陪 集 上 取 常 值 } ， 


由 定理 3.1.5, Vip € S (K,), 都 存在 指标 对 (N,1), 使 得 pe DN, g^ © D4. 
注意 到 , (6)° — (6)” e H (Kp), B. (6) — (8)” 在 B° 的 陪 集 上 取 常 值 , 故 


(©? — ©) 0^ © € Dragony 


因此 
Tp Tee = (((é) - 10°) 06) < DEMON, 
另 一 方面 , 由 于 o" e Dry, 故 


Tp—Tap= | ((@°- 0°) (0) xaa 


= Í. (e° - ©") e ©) xe as 
有 


[Te 一 rel<w 人 人 9P -的 "| 此 


其 中 M 是 依赖 于 wp 的 常数 . 再 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 当 8 一 o 时 , 一 致 成 立 
Tep — Tee — 0. 于 是 ,有 


Tep STeyp, VpeS(K;). 
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其 次 , 对 于 f e S° (Kp), p € S(K;,), 有 
(TSf -Tejp) = (六 Tep — Tee). 
4 8 — a Bf, A Tp -5 Tp, 再 由 分 布 f 的 连续 性 , E (S, Tro- Tep) 一 0, 故 
THf S Tof, Vf eS (Kp). 


定理 得 证 . 
下 面 给 出 求 p 进 导 数 的 一 些 例子 . 
例 6.2.1 设 a>0, 求 Tay, p € S(K;,). 
解 ” 对 于 a>0, 由 


T-abo rola) + E THTAorp(z)， 


Tay (z) = Ka * 9 (z) = = 


计算 ( 按 定理 3.1.25) 
T-abo * Y (T) = (T-a40, Y (2 — :)) = (T-a, Aop (x — -)) 


=f W (le-w) ete) A u a 
Bo K,\B° 


-a 


-{ PW) 9) ay p(s) (1p) E 


+Bo |y- z| pe 
因此 
1-p* g(u)- p(z) 1-p* 
Tap (z) = pet im yal" dyt+ Tati a eure = 2910). 


pi 6.2.2 Ba<0,a4-1, Ñ Tay, p € S(K,). 
RM NFa<004-1,4 


Tap (2) = ra 02) = Emna tola) + pera Mo ola). 
仍 按 定 理 3.1.25, 有 


T_aAo*p(z) = (m-aAo, 9 (z — :)) = (T-a, Aop (z — -)) 
= free a= f re eddy. 
Bo 十 Bo 


因此 


1-p* -a-1 = / 
img (x)= S P = 
(2) = 7 ret [ a ly- zl e (y) dy + — E Po es e (u) dy. 
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例 6.2.3 Ha =—-1,® Ty, y E€ S(Kp). 
解 xT o= -1 有 


G ot tee (. ü ;) (1 — log, |z|) Ao * ç (z) 
= 人 m 2) (1 — log, |u|, Aoy (z — y)) 
Ë (. Ë >) f (1 — log, lyl) e (z — y) dy 


= 人 一 ;) JEN (1 —log, ly — z|) ç (u) dy, 


T-19(2) = (. - 2) Jas (1 — log, ly — z|) ç (y) dy. 


p 
例 6.2.4 Taxn (z), Xn € Tp, n € Kp. 
ÑE o cR,n e Kp, H (xn (:))* = ó, (UPI 3.3.1), # Ve € S (K,), 有 
(Taxa (), 9) = (UE bn)” ,2) = (öm 0“ pY (@) 
= (m)“ e" (n) = (n)°% (xn () 9) = (m) xa (), o), 


于 是 


所 以 
TaXn (z) = (n) ° Xn (2). 
例 6.2.5 R Tal. 
解 H 1A=j , KV ES(K,), 有 


(Tal, 9) = KO 8)", ») = ((é)° 8 pY (€)) = (6,(€)° e" (€)) = (0)* e" (0) = (1,9), 
因此 
Tu1=1， 在 S* (Kp) #. 
例 6.2.6 K Tað. 
解 由 
Tod = Ka 6 = Ka 
立即 得 到 ; 
Ta6= ka， 在 S*(Kp) 中 . 
3. 局 部 域 K, 上 的 拟 微分 算 子 Ta 的 谱 理论 
与 建立 经 典 微分 方程 理论 的 思路 相 类 似 , 下 面 研究 局 部 域 K, 上 的 微分 算 子 的 
谱 理 论 . 
首先 介绍 拟 微分 算 子 Ta 在 Hilbert 空间 L? (Kp) 中 的 性 质 . 
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定义 6.2.4 (WF T, 的 定义 域 ) ” 设 oc R, 记 函数 集合 
D (Ta) = (f € L? (Kp) : (€)° f^ (€) € L? (K,)) 
易 见 , D (Ta) 是 算 子 Ta 在 空间 L? (Kp) 中 的 定义 域 
Vf e D(Ta) > Taf = ((@° f* (6) - 
引 理 6.2.3 “(@“% € L? (Kp) 当 且 仅 当 a < 到 
证 由 
+00 
2a ge = age = 2ar or (1 _ p-1 
J eza = | a+ | ka lt Sat a= 
十 co pa _1 


=1+(1-p"!) Sopa = peat’ 


r=1 


级 数 Y pOor kak, HERH a < -了 引 理 得 证 

r=1 

定理 6.2.8 NPAT T, 的 定义 域 D(Ta), H a < 0, W D (Ta) = L? (Kp); 若 
a > 0, WW D (Ta) 5 L? (Kp) . 进而 , D (Ta) 在 L? (Kp) 中 稠密 , D (Ta) = L? (Kp). 

证 #a<o, WW (6)? <1, ih 


f € L? (Kp) > f^ € L? (Kp) > |(€)" F^ OI < If" (€) € L? (Kp) 

481 D (Ta) = L? (Kp). 

车 a > 0, 则 由 引 理 6.2.3, 以 及 Fourier 变换 是 L? (Kp) 上 的 等 距 同 构 算 子 , 必 
存在 ge L? (Kp), 使 得 9 (€) = (6 °“ 3 e L? (Kp). 再 据 引 理 6.2.3, 有 

(79^ = (6) 3 ¢ P (Ky), 

因此 , 虽然 ge L? (Kp), WH g é D (To), # D (Ta) Ç L? (Kp). 

至 于 稠密 性 , 由 S (K,) c D (Ta) 5 S(K;,) = L’ (Kp) 得 到 . 

定理 6.2.9 ”对 于 算 子 Ta HR Ta (D (Ta)), 若 a > 0, W T, (D (Ta)) = 
12 (Kp); # a < 0, WJ Ta (D (Ta)) Ç L? (Kp). ET, Ta (D (Ta)) 在 12 (Kp) PR, 
Ta D To) = L? (Kp). 

证 车 wc>0 则 (6 ° <1, BR geL (K,), HERE Taf = 9, WJ 


f=T-.a= (人 
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于 是 
g€ L? (Kp) > g^ € L? (Kp) > (€)7® g^ € L? (Ky) 
= f = (6° g") = L? (Kp) > Ta (D (Ta)) = L? (Kp). 


# a < 0, 则 利用 引 理 6.2.3, 以 及 Fourier 变换 算 子 在 L (Kp) 中 的 等 距 同 构 ， 
必 存 在 9 € L? (Ky), 使 得 9 (6) = (0° “3 € L? (K,). 于 是 , 可 考察 方程 Tuf = g, 
则 

f=T-ag=(%9") = (67) é (Ko. 

从 而 , 不 存在 函数 gE L? (Kp), 使 得 Taf = g, 因此 Ta (D (Ta)) CL (K). 

至 于 稠密 性 , 取 p e S(K,), WHE Taf = o Ë S(K,) c D (T) 中 有 唯一 解 ， 
从 而 T, (D (Ta)) D S(K,). 所 以 Ta (D (Ta)) 在 L? (Ky) 中 稠密 . 

定理 6.2.10 ” 设 a eRR, WHF T, 是 L? (Kp) 上 的 非 负 自 伴 算 子 . 

证 ”利用 Parseval 等 式 , 容易 得 到 , 对 于 o, €D (Ta), 


Tao) = (rab, Ta9) = | OW OF (Oa. 
于 是 
[Tal = (Tavs Tav) = |, (0° IW OPa, 
这 里 (Tah, Tah) 是 L? (Kp) 的 内 积 . 这 样 , 有 
(Tat, Tats) = Talla >0, YY e D(T.), Y #0. 
据 非 负 自 伴 算 子 理论 el, 得 到 Ts = (Ta)?, B. 
D (Ta) = {¥ e D (Ts) : Tg% e D(Ts)}. 
进而 , 存在 L? (Kp) 上 的 非 负 二 次 型 Qe (.,.), 其 定义 域 为 
D(Ts) x D (T3), 


使 得 
Q* (p, Y) = (Tse,Ts0), (2,4) ED (Ts) x D (T3). 


根据 非 负 自 伴 算 子 理论 , 引入 新 内 积 可 (v,v) = Q° (¢,¥) + (pv), 则 
(p (s) .9°) 
成 为 一 个 Hilbert 空间 . 
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下 面 讨论 拟 微分 算 子 Ta 在 Hilbert 空间 L (Kp) 中 的 固有 值 , 固有 函数 与 完 
整 直 交 系 (参看 第 3.4.2 i). 
为 研究 拟 微分 算 子 Ta 在 L? (Kp) 空间 中 的 固有 值 问题 , 考虑 方程 


Tat = M, WEL? (Kp). (6.2.7) 


由 定理 6.2.10, HF Ta 的 所 有 固有 值 和 为 非 负 的 , 和 > 0. 
BA=0, W (6.2.7) RA Tay = 0, 这 蕴含 多 = 0, 因此 和 = 0 不 是 固有 值 . 
对 于 入 > 0, 将 (6.2.7) BH (Ta 一 入 =0, 并 作 Fourier 变换 


0= (Taw — Av)" (€) = ((W)* — A) Y^ (6), 
由 此 知 算 子 T, 的 固有 值 具有 形式 
Aw =p"°, NEeP={0,1,2,.…}; 


车 L2(Kp) 中 存在 由 T, 的 固有 函数 组 成 的 完整 直 交 系 {yw(z)}, 则 函数 wy (z) 的 
Fourier 变换 为 


Ar | Brel=p-*} (E)n (€), N >, 
S fee, N=0, 


其 中 
1, =p, 2 
Bqel=p-N} 的 = =1, NeN={1,2,.…}, 
kasa F ll # p=", Lan O E eNet } 
_ J 4 ltls1, 2 ge 
swaf Rist, fagre k= 
于 是 , 有 


定理 6.2.11 o e R, WAF Ts 的 固有 值 的 集合 为 {Aw}Xzo: 


{Lpr} a>0, 
{AwjNzo =4 {1}, a=0, 
{--+,p?*,p% 1}, e <0. 
为 构造 由 拟 微分 算 子 Te 的 固有 函数 组 成 的 L (Kp) 中 的 完整 直 交 系 , 先 证 明 
两 个 引 理 . 
引 理 6.2.4 É y (z) = xp- (z) po (z), Wo (1) EHF Ta 的 一 个 固有 函数 ， 
即 
Ta (x) =p%0(z), aeR. 
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证 易 见 
O= /wm Oumar x(a = Fro), 


(ET W^ (€) = (€)* Bp-i+ro (€) =p° Bp-i+ro (£). 


因此 
Toth (2) =O a) =p" xe 2) de 
p-14+L0 
=P" | xom (2) xe z) 46 = Pry (2) f xe (2) ag 
=P*Xp-1 (z) Èpo (x) = p* (z). 
引 理 得 证 . 


引 理 6.2.5 {8 y (z) = xp (z)%əo(z),a,b € Kp, a Z 0, WJ 


p° laly (az +b), jal >p, 
Y (ar +b), la| < p™*. 


证 (az +b) 的 Fourier 变换 为 
(y (az + b)) ° (€) = lal xe (a 18) Y^ (a-"€) = [al xe (a8) Bacp-14r0) (€), 
由 此 得 


Tay (ax +b) -{ 


Taw (az + b) = ((€)% (0 (az +d))* ©)” (2) 
=/ “lacus (€) Bagito (6) xe (AE 
= a pi 1 . 
= f a po 0 =a OE 
# Jal < p~}, MW a (p-1 + T9) c T°, & 


Tat (az +6) =la f 


a(p-1+] 


poy xer (OE = Jlag 
= [xe (az + b)) x (€ (ax + b))dé 
=x (p (ax + b)) @po (az +b) = (ax +b). 

车 la| > p-1, WJ VE € a (p 1 +T9), Æ |El = plal, K 
Tae (az +b) = | oaro EP lel xerais (Oe 
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= p” al? lal? x= +a (€)dE 
a(p—=14+T°) 
= p* jal y (az +b). 


引 理 得 证 . 
定理 6.2.12 Rack, UAT Te 的 固有 函数 组 成 的 集 


{Yrsr: NEZ, j=1,--,p—1,I = zr+ B°} 
组 成 L2 (Kp) 的 完整 直 交 基 , 其 中 
WNIT) =p P x; (pw-lz)@ao (Ps - z1), N €Z, j=1,+,p—1, I = zr+B, 
H 


peyi -wjir(z)，N>0， (6.2.8) 


Tob- (z) = { ti-ngt(z), N <0. 


证 第 一 步 . 证 (6.2.8). 由 
Wr (z) =p x; (P72) Bp (pz — 21) 
=p x; (p! (p z)) po (p" jx — jz) 
=p x; (p121) x; (p (pwz — z1)) po (pwjz — jzr) 
=p x; (p zr) Y (pz — jz) - 
HN <1, W |p" | > p 1, 8& 
Tan jt (z) =p x; (p121) Ta (p~ ja — jzi) 
=p® x; (p 121) p° |p" |? Y (pia — jzr) 
=p Mey j, (2). 
# N >1, W |pN| <p, & 
Tan j (z) = p% x; (p121) Ta (pN jz — jz) 
=p? x; (p 121) Y (PN ja — jzr) = bn 5,1 (z). 
将 N 换 1- N, 则 (6.2.8) 得 证 . 
第 二 步 . 证 {vna} 的 直 交 性 . 考察 L (Kp) 的 内 积 (Ds. vni) 有 


oN = ant _ pt 
(bn BN) =/ wit wp? 5 Xi (pV lz)p 2 Xy (s 12) dz 
=e 2 


6.2 ”局 部 域 K, 上 分 形 PDE 的 一 般 理论 +253 . 


$ . f Ny; (pN-1z) x (pN-1z) dz 
ww fonan” (Pz) X (pa) 
-avvir | PH (pl) dz = óNNiórrójj.. 
= 


又 易 证 : Vos, r 有 
J vraa (d=0 


第 三 步 . 证 {wn,jr} 的 完整 性 . 考察 Bpo 的 Fourier 系数 (bgo, Ynja), 有 


an 
(Bo Vn j1) =P? x; (piz) dz. 
Bonp-NI 


3 N <0, W (bgo, Vn.) = 0; 3 N > 0, W (®p0, Yny) = PF ór po, 因此 
+00 
L syni)? = (P= 1) 7 p =1 = balg. 
NIT N=1 


从 而 关于 更 se 的 Fourier 系数 有 Parserval 等 式 成 立 . 完整 性 得 证 . 
6.2.2 ”局 部 域 上 分 形 PDE 的 进一步 研究 


以 上 讨论 了 局 部 域 K, 上 拟 微分 算 子 Ta 的 性 质 , 为 分 形 PDE 作 了 一 定 的 准 
备 工作 . 然而 , 还 有 什么 基础 理论 需要 建立 , 是 摆 在 我 们 面前 的 重要 问题 . 这 里 仅 提 
出 一 个 为 例 . 

1912 年 , Weyl 证 明了 “Weyl WAX”: 若 区 域 Q CR" 具有 足够 光滑 的 边界 
T, 则 对 于 Dirichlet 问题 


8? 
| ag tO (zee tn) € Q, 


ulp = 0 
有 渐 近 公式 
和 NO)sp(A， 和 一 +oo， 
其 中 NQ) =#{q>1:》Xe<A} 称 为 固有 值 和 的 计数 函数 , 固有 值 序列 记 为 0 < 
M< <: SN Sy 


1 n 
eA)= Gaye Bn IQln A? 


BA Weyl A, 其 中 B, 是 R” 中 的 单位 球 的 体积 , |Q|,, 是 Q 的 Lebesgue 测度 . 
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Weyl 的 工作 为 微分 方程 关于 固有 值 研究 作 了 奠基 性 的 工作 , 一 批 数学 家 在 20 
世纪 中 也 作 了 卓越 的 贡献 , 特别 是 关于 Weyl 猜想 的 一 系列 的 工作 , 包括 当 区 域 边 
FAT = 69 在 不 同 假设 下 所 产生 的 各 种 情况 时 , 对 N (A) 所 含 各 项 的 准确 估计 , 参 
看 文献 [29] 及 那里 所 引文 献 . 他 们 曾经 得 到 , 对 于 von Koch 型 曲线 为 边界 的 分 形 


鼓 问 题 , 对 于 分 形 维 数 为 d= š 的 von Koch 型 曲线 , 固有 值 计数 函数 
NON= Play +o (a4) ， 入 一 +oo， 


HP AAUP Onn le = {1 (m+n), Dh 是 D 的 二 维 
Lebesgue 测度 (面积 ). 

可 以 考虑 在 6.1 节 中 的 两 类 偏 微分 方程 的 定 解 问题 的 Wey! 猜想 , 当 求 得 问题 
的 固有 值 序列 后 , Weyl-Berry 猜想 呈 何 形状 ? Weyl 项 当 如 何 获 得 ? 等 等 . 

对 于 分 形 PDE 的 更 进一步 的 研究 , 都 是 当今 的 前 沿 课题 L9156l,l86l,l91~l93]. 

局 部 域 上 的 调和 分 析 与 分 形 分 析 方兴未艾 , 研究 成 果 层 出 不 穷 , 交叉 学 科 涉及 
面 广 , 应 用 前 景 宏图 可 望 , 是 一 个 值得 为 其 奉献 全 力 的 研究 领域 . 

=. 考题 

1. TRUE (xa) € E (Kp). 

2. 试 证 定理 6.2.3. 

3. 试 证 定理 6.2.5. 

4. 对 于 局 部 域 Kp, Weyl 型 猜想 呈 什 么 形式 ? 

5. 为 建立 局 部 域 K, 上 的 完整 的 PDE 理论 , 还 需要 做 哪些 准备 工作 ? 还 有 哪些 前 沿 课 
题 ? 
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数学 科学 在 医学 上 的 应 用 是 很 早 以 前 科学 家 就 非常 关注 的 问题 . 由 于 生物 , 特 
别 是 人 类 的 机 体 构造 极其 复杂 , 生命 机 理 涉及 面 极为 广泛 , 因此 , 一 直 是 生命 科学 
家 们 最 期 望 联合 数学 、 物理、 化学、 生物、 计算 机 等 各 方面 的 专家 共同 投入 的 一 项 
系统 工程 . 

数学 科学 在 自然 科学 、 社 会 科学 、 工 程 技 术 中 都 起 着 重要 作用 , 对 于 医学 科学 
也 不 例外 , 如 传染 病 的 传播 问题 、 血 药 浓 度 问 题 、 生 物种 群生 长 问题 、 微 生物 菌落 
增长 问题 、 服 药 问题 、 肿 瘤 生长 问题 、 血 流量 问题 , 等 等 , 都 有 相应 的 数学 模型 ,并 
且 利用 这 些 数学 模型 解决 了 临床 医学 中 的 许多 实际 问题 . 

本 章 研究 局 部 域 分 析 与 分 形 分 析 在 人 类 肝脏 肿瘤 恶性 程度 诊断 与 治疗 中 的 应 
用 . 7.1 节 介 绍 问题 的 起 源 、 解 决 问题 的 思路 ; 7.2 给 出 问题 的 实际 例子 . 


7.1 肝癌 恶性 程度 的 判定 


7.1.1 肝癌 的 肆虐 、 解 决 的 途径 
1. 肝癌 严重 威胁 我 国人 民 的 健康 和 生命 


原 发 性 肝癌 (以 下 简称 肝癌 ) 是 临床 最 常见 的 恶性 肿瘤 之 一 . 近年 来 , 肝癌 的 发 
病 率 在 全 球 范围 内 呈 上 升 趋势 , 达到 恶性 肿瘤 的 第 五 位 . 我 国 的 肝癌 发 病人 数 占 全 
球 总 发 病人 数 的 55%, 是 全 世界 肝癌 发 病 率 最 高 的 国家 . 在 国内 , 肝癌 的 发 病 率 位 
于 常见 恶性 肿瘤 的 第 三 位 . 

肝癌 发 病 隐蔽 , 转移 复发 快 , 病死 率 高 , 未 经 有 效 治疗 的 患者 生存 期 仅 3~6 个 
A, 号 称 “ 癌 中 之 王 ”. 据 统计 , 我 国 肝 癌 的 死亡 人 数 约 占 全 世界 的 45%, 位 于 国内 
常见 恶性 肿瘤 的 第 二 位 , 对 人 民 的 健康 和 生命 构成 了 严重 威胁 . 


2. 医学 影像 学 与 外 科学 的 发 展 , 部 分 解决 了 肝癌 诊断 问题 


随 着 医学 影像 学 及 外 科学 的 发 展 , 肝癌 的 诊断 与 治疗 取得 了 长 足 的 进步 , 其 中 
B 型 超声 技术 、 多 层 螺旋 CT、 核 磁 共振 等 现代 影像 学 技术 在 肿瘤 的 定性 、 定 位 和 
分 期 中 起 着 举足轻重 的 作用 . 新 型 检查 技术 的 应 用 , 使 影像 学 不 仅 局 限于 对 病灶 形 
态 学 的 描述 , 还 能 对 病灶 的 生物 学 特征 进行 分 析 . 

研究 发 现 , 肿瘤 病灶 的 边缘 形态 反应 出 恶性 肿瘤 的 生长 方式 和 侵袭 程度 . 肝癌 
的 边缘 形态 与 甲 胎 蛋白 (AFP)、 肿 瘤 增值 细胞 核 抗 原 (PCNA) 等 血清 与 分 子 标志 
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物 的 表达 有 密 不 可 分 的 联系 , 在 一 定 程度 上 反映 了 肝癌 的 恶性 生物 学 行为 . 另 一 方 
面 , 肝癌 高 度 的 侵袭 转移 特性 与 肿瘤 块 中 丰富 的 血管 密切 相关 . 肝癌 肿块 中 的 血管 
形成 受到 多 种 生长 因子 的 调节 , 包括 P53 抗体 与 血管 内 皮 生 长 因子 (VEGF)、 碱 性 
成 纤维 细胞 生长 因子 (bFGF). 研究 结果 表明 , 这 些 因子 的 表达 水 平 与 肿瘤 的 影像 
学 表现 有 着 内 在 的 联系 . 因此 , 需要 在 诊断 肝癌 的 同时 , 结合 影像 学 与 血液 学 指标 ， 
更 加 深入 地 分 析 肝 癌 的 生物 学 特性 和 转移 侵袭 特性 , 才 有 可 能 对 患者 进行 针对 性 治 
yr. 当前 , 国际 、 国内 的 研究 都 还 处 于 起 步 阶段 . 


3. 临床 医学 呼唤 数学 科学 , 建立 符合 科学 规律 的 肝癌 分 形 模型 


肿瘤 形态 的 定量 描述 是 长 期 以 来 困扰 医学 界 的 难题 . 一 方面 , 是 因为 恶性 肿瘤 
呈 侵 袭 性 生长 , 其 边缘 非常 不 规则 , 难以 用 经 典 的 数学 工具 描述 . 另 一 方面 , 肿瘤 的 
血管 排列 紊乱 , 血管 间 出 现 许多 畸形 嫁接 , 血管 管 径 不 规则 , 分 支 增多 , 血管 内 皮 细 
胞 排列 不 连续 , 等 等 . 近年 来 , CT 等 医学 影像 扫描 的 三 维 重建 技术 为 描述 肿瘤 边界 
及 其 血管 形态 提供 了 新 的 方法 ， 计算机 通过 对 一 系列 连续 的 二 维 图 像 进 行 边 界 识 
别 等 分 割 处 理 , 重新 还 原 出 被 检查 病 患 的 病灶 体 的 三 维 图 像 . 三 维 重建 不 但 能 精确 
地 显示 生物 组 织 复杂 的 三 维 结构 , 进行 任意 旋转 、 剖 切 等 观察 和 操作 , 还 能 对 重建 
的 三 维 结构 进行 测量 .以往 对 肿瘤 边缘 和 血管 形态 的 测量 多 基于 传统 的 欧 氏 几何 
学 , 无 法 对 肿瘤 不 规则 的 边缘 和 复杂 的 血管 做 切合 实际 的 定量 描述 . 

1982 年 , Mandelbort 在 《自然 界 的 分 形 几何 学 》 一 书 BA 中 提出 , 自然 界 中 的 
很 多 形态 复杂 的 物体 (包括 血管 分 布 、 肿 瘤 不 规则 的 边界 等 ) 有 着 其 内 在 规律 , 分 
形 几 何 学 为 揭示 这 一 规律 提供 了 科学 的 方法 . 分 形 维 数 (fractal dimension) 是 描述 
分 形 形 体 特征 的 重要 参数 , HERAK, 形体 的 复杂 程度 越 高 ， 然 而 , 数学 模型 的 建 
立 , 尚 需 通 过 数学 科学 研究 与 临床 医学 的 紧密 结合 而 最 后 完成 . 


4. 数学 科学 、 医 学 影像 学 、 分 子 生物 学 、 临 床 医学 的 有 机 结合 , 将 为 肝癌 的 治 
疗 带 来 全 新 的 理念 , 造福 全 人 类 


分 形 几何 学 在 医学 中 的 应 用 是 国际 上 的 最 新 热点 , 国际 上 的 实例 频频 出 现 . 例 
Jt, Masters!) 采用 分 形 方法 研究 了 正常 人 视网膜 血管 ， 计算 出 分 形 维 数值 在 1.7 
左右 ; Oczeretko 等 7] 分 别 用 面积 周 长 法 和 盒 维 数 法 研究 了 肺癌 的 血管 新 生 模 式 ， 
发 现 肿瘤 血管 的 分 形 维 数 大 于 其 拓扑 维 数 , 具有 分 形 特征 ; Guidolin 等 09 测量 了 
血管 抑 素 作用 前 后 的 血管 网 的 变化 , 提出 分 形 可 用 于 抗 血管 生成 的 疗效 判定 ; Sabo 
等 5 对 肾 癌 细 胞 的 研究 发 现 其 血管 分 维 不 仅 可 以 反映 血管 的 复杂 程度 , 也 提供 了 
肿瘤 的 预后 信息 . 

我 国 的 前 期 研究 也 有 显著 效果 , 例如 , 测算 出 肝癌 的 分 形 维 数值 , 结合 临床 资 
料 , 初步 发 现 分 形 维 数 与 肝癌 侵袭 转移 具有 显著 的 相关 性 . 这 使 人 们 清楚 看 到 , 肝 
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癌 的 边缘 形态 和 血管 系统 具有 复杂 的 多 级 空间 形态 结构 , 分 形 理论 方法 和 三 维 图 像 
技术 的 联合 应 用 必 将 有 利于 肝癌 研究 的 发 展 , 而 三 维 图 像 数 据 的 积累 也 为 分 形 理论 
的 深入 提供 参考 资料 . 另 一 方面 , 我 国 的 研究 采用 了 最 前 沿 的 现代 数学 工具 , 包含 
许多 新 数学 概念 、 新 数学 方法 , 特别 是 利用 局 部 域 分 析 与 分 形 分 析 的 工具 , 与 医学 
影像 学 、 分子 生物 学 以 及 临床 医学 资料 有 机 地 结合 在 一 起 , 为 肝癌 的 个 体 化 诊治 带 
来 了 全 新 的 理念 2ol,ls9j,erl,[53. 


7.1.2 ”肝癌 研究 中 的 主要 手段 


在 肝癌 问题 的 研究 中 所 采取 的 方式 , 是 临床 医学 研究 方式 与 数学 科学 研究 方式 
密切 配合 、 相 辅 相 成、 交叉 进行 的 , 最 终 目的 是 获得 肝脏 肿瘤 的 生成 、 诊断、 发展、 
治疗 的 数学 模型 , 以 指导 今后 的 实际 临床 医学 工作 . 


1. 构建 肝癌 及 其 血管 的 三 维 重建 技术 平台 


三 维 技术 平台 的 重建 是 至 关 重 要 的 要 求 . 无 论 是 B 超 、CT、 核磁 共振 等 , 所 获 
得 的 影像 资料 都 是 二 维 的 , 这 对 于 确定 肿瘤 的 恶性 程度 是 很 不 够 的 . 由 三 维 重建 技 
术 构 建 的 肝癌 病灶 及 血管 的 影像 图 形 , 使 医生 对 病 患 病情 的 确诊 、 诊 治 方案 的 设计 
有 较为 明确 的 参照 资料 , 因而 影像 资料 的 三 维 重建 将 起 重要 的 辅助 作用 . 

基于 三 维 重建 技术 , 生成 肿瘤 病灶 及 血管 图 像 的 原状 . 目前 , 影像 学 三 维 重建 
技术 已 有 一 定 程度 的 开展 , 在 使 用 这 种 重建 技术 的 过 程 中 进一步 优化 这 一 技术 , 并 
使 其 转向 实际 临床 应 用 . 

对 肿瘤 生长 、 侵 袭 、 转 移 过 程 中 病灶 与 血管 的 形态 , 三 维 重 建 的 难度 较 高 , H 
前 研究 较 少 . 因此 , 通过 最 新 的 影像 学 技术 , 对 肝癌 病灶 与 血管 进行 三 维 重 建 是 很 
关键 的 . 


2. 利用 患者 的 各 种 临床 数据 , 为 建立 数学 模型 积累 资料 


用 肝癌 患者 的 B 超 、CT、 核 磁 共振 等 影像 学 资料 , 对 肿瘤 病灶 及 其 血管 进行 
三 维 重 建 , 同时 , 由 临床 的 血清 学 检查 、 分 子 生物 学 检查 获得 的 一 系列 数据 也 都 是 
重要 的 相关 资料 , 为 建立 肝癌 的 生成 、 发 展 的 数学 模型 作 足够 的 准备 . 特别 是 验证 
分 形 维 数 对 于 肿瘤 病灶 与 血管 形态 的 影响 , 探讨 肝癌 病灶 的 边缘 与 血管 以 及 它们 的 
分 形 维 数 的 关系 , 作出 精准 的 数据 分 析 , 每 一 步 都 是 必 不 可 少 的 . 

3. 利用 建立 的 初步 的 数学 模型 ,确定 正确 的 治疗 方案 

依据 前 两 部 分 所 获得 数据 , 建立 初步 的 数学 模型 . 然后 据 初步 的 数学 模型 , 临 
床 医生 便 可 结合 他 们 的 经 验 、 三 维 重建 的 图 像 、 医 学 生化 化 验 的 数据 , 判断 、 确诊 
病 患 的 病情 , 探讨 其 病因 , 并 确定 治疗 方案 , 或 肝癌 的 手术 切除 , 或 介入 治疗 , 或 分 
子 靶 向 治疗 , 或 化 疗 等 等 . 
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4. 具体 步骤 


(1) 动物 实验 研究 

医学 方面 的 传统 研究 方法 之 一 就 是 动物 实验 ， 作 动物 肝癌 病灶 及 血管 的 三 维 
重建 , 将 为 人 类 肝脏 的 三 维 重建 提供 预示 与 信息 . 

取 免 肝癌 细胞 株 VX, 复苏 , 离心 、 纯 化 为 细胞 悬 液 . 取 肿瘤 细胞 悬 液 0.1ml( 细 
胞 数 为 105) 注入 实验 用 新 西 兰 大 白 兔 肝脏 内 . 10 天 后 观察 肝脏 肿瘤 的 形成 . 将 形 
成 肝脏 肿瘤 的 实验 免 分别 于 10 天 、15 天 、20 天 、25 天 进行 螺旋 CT 扫描 , 采用 计 
算 机 三 维 成 像 技 术 重建 肝脏 肿瘤 病灶 与 血管 的 三 维 图 像 . 将 图 片 转换 为 灰 度 合适 的 
大 小 , 增强 对 比 度 等 . 将 连续 二 维 数字 矩阵 转换 为 三 维 数字 扼 阵 , 通过 可 视 化 技术 
使 三 维 数字 矩阵 转换 为 三 维 图 形 . 

(2) 肝癌 病灶 与 血管 的 分 形 数学 模型 的 建立 

使 用 前 沿 的 现代 数学 工具 , 如 局 部 域 (local fields), 随机 分 形 (random fractals). 
分 形 维 数 (fractal dimensions)、 分 形 上 的 偏 微分 方程 (partial differential equations 
(PDE) on fractals)、 拟 微分 算 子 (pseudo-differential operators)、 分 形 动力 学 (fractal 
dynamics) 等 多 种 方法 建立 肝癌 在 生长 、 侵 严 、 转 移 过 程 中 病灶 及 血管 的 分 形 数学 
模型 , 这 一 方法 目前 国内 外 都 给 予 极 大 的 关注 . 

依据 分 形 几 何 学 的 测量 原理 , 采用 不 同 的 数学 工具 , 编写 分 形 分 析 软 件 . 将 所 
得 三 维 血管 数字 图 像 , 带 入 该 软件 进行 分 析 . 对 于 不 同时 间 点 的 每 一 例 图 像 , 软件 
通过 多 次 迭代, 得 出 相应 的 数值 . 应 用 统计 学 进行 两 两 比较 , 探讨 肝癌 在 生长 、 侵 
R 转移 过 程 中 分 形 数学 参数 的 变化 . 

(3) 临床 研究 

D 肝癌 的 临床 影像 学 及 病理 学 资料 与 分 形 数学 模型 的 相关 性 . 选择 近 5 年 中 
有 具有 完整 影像 学 资料 、 病理 学 资料 和 临床 资料 的 病例 , 对 CT 及 动脉 造影 图 像 进行 
三 维 重 建 . 将 实际 病历 所 获得 的 资料 , 与 分 形 数学 模型 所 获得 的 资料 进行 对 比 , 以 
便 了 解 肝癌 病灶 和 血管 分 形 数 学 参数 与 肿瘤 的 分 型 分 期 、 复 发 转移 、 病 人 的 生存 率 
之 间 的 关系 . 

另 一 方面 , 采用 组 织 芯片 技术 对 肝癌 组 织 的 甲 胎 蛋 白 (AFP), 肿瘤 增值 细胞 核 
抗原 (PCNA). P53 抗体 和 血管 内 皮 生 长 因子 (VEGF)、 碱 性 成 纤维 细胞 生长 因子 
(bFGF) 等 分 子 靶 标 进行 检测 , 分 析 数 学 参数 与 分 子 靶 标的 相关 性 . 

O 肝癌 的 分 形 数 学 模型 与 个 体 化 手术 方案 的 制定 .选择 合适 的 肝癌 患者 , 进 
行 系统 的 影像 学 、 血清 学 和 分 子 生物 学 检查 . 重点 将 病人 的 CT 三 维 重建 资料 进行 
分 形 数学 分 析 , 获得 相应 分 形 数学 参数 . 通过 随访 和 资料 收集 , 总 结 不 同 肝 癌 病 灶 
和 血管 的 分 形 数学 参数 以 及 各 种 治疗 方法 疗效 之 间 的 内 在 关系 , 用 以 指导 临床 治疗 
方案 的 选择 . 
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归纳 地 , 关于 人 类 肝癌 的 临床 医学 与 数学 科学 的 综合 研究 , 是 通过 最 先进 的 医 
学 设备 , 如 影像 学 手段 、 基 因 芯 片 、 生 物 分 子 学 化 验 等 , 以 及 最 近代 的 数学 工具 , 如 
局 部 域 分 析 与 分 形 分 析 , 建立 肝癌 的 分 形 数 学 模型 ; 然后 通过 计算 机 程序 设计 与 计 
算 , 与 所 有 的 化 验 结果 相 比 较 , 检验 并 完善 数学 模型 的 清晰 性 、 准确 性 ; 继而 , 以 数 
学 模型 指导 临床 医师 的 诊断 与 选择 , 确定 治疗 方案 . 最 后 , 通过 病 患 的 随访 、 跟踪 调 
查 , 获得 科学 的 结论 . 

使 用 现代 数学 科学 的 思维 方法 与 抽象 调和 分 析 的 工具 , 研究 肿瘤 病灶 的 侵袭 
性 、 血 管 的 复杂 性 , 不 仅 为 临床 医学 提供 了 数学 依据 , 而 且 也 体现 并 发 挥 了 数学 科 
学 的 普 适 性 、 应 用 性 ; 不 仅 解 决 了 肝癌 病灶 的 血管 与 肿瘤 的 分 型 分 期 、 治 疗 方案 的 
选择 、 肿 瘤 生存 与 复发 期 限 等 重要 临床 医学 问题 , 而 且 也 将 临床 医学 与 多 种 分 子 生 
物 学 靶 标 以 及 数学 科学 紧密 地 联系 在 一 起 , 用 于 指导 临床 治疗 方案 的 选择 , 符合 当 
今 肝 癌 个 体 化 治疗 的 方向 , 在 临床 医学 领域 中 也 属于 国内 先进 的 范畴 . 

现代 科学 中 的 多 学 科 交 叉 , 多 学 科 之 间 的 相互 结合 与 相互 渗透 , 都 得 到 充分 的 
体现 . 
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临床 医生 通过 病 患 肝脏 的 CT 或 核 伐 共振 的 胶片 , 诊断 并 确定 患者 是 否 患 肝 
癌 , 决定 是 否 进行 手术 ， 外 科 医 生 的 难度 在 于 : 通常 是 凭 经 验 、 任 观察 肿瘤 表面 的 
粗糙 程度 来 诊断 是 否 患 肝 瘤 ? 其 准确 程度 往往 会 出 现 偏差 . 因此 , 医生 希望 得 到 一 
种 数据 , 当 肿 瘤 表面 粗糙 到 何 种 程度 , 就 可 诊断 为 肝癌 ? 然后 根据 肝癌 恶性 程度 , 确 
定 治疗 方案 , 是 手术 , 是 化 疗 还 是 放疗 ? 
7.2.1 ”在 肝癌 患者 的 影像 学 资料 中 提取 数据 

一 方面 , 通过 肝癌 患者 的 影像 学 资料 , 主要 是 B 型 超声 波 、 螺旋 CT、 核磁 共 
振 , 提取 肝癌 病灶 的 数据 ; 另 一 方面 , 通过 血清 学 、 分 子 生物 学 等 检查 所 获得 的 数 
据 , 与 前 者 进行 对 比 . 

举 两 例如 下 : 

(1) 马 xx 的 治疗 记录 (如 图 7.2.1; 部 分 记录 , 原件 共 25 张 ). 
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图 7.2.1 中 分 别 是 病 患 马 x x 的 手术 前 化 验 单 (5 张 )、B 超 记 录 (2 Hk). CTH 
核磁 共振 (4 张 )、 手 术 时 的 照片 (2 张 )、 取出 的 肝癌 病灶 (2 张 )、 手 术 记录 (1 张 )、 
病理 检查 报告 单 (1 张 )、 术 后 化 验 单 (1 GR). 

(2) E xx 的 治疗 记录 (如 图 7.2.2; 部 分 记录 , 原件 共 36 张 ). 
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图 7.2.2 


7.2.2 中 分 别 是 病 患 王 xx 的 入 院 记录 (1 张 )、 肝 脏 储备 功能 化 验 单 (1 
张 )、B 超 记 录 (1 张 )、 胃 镜 检查 报告 (1 张 )、 核 医学 科 PEC/CT 室 报 告 (1 张 )、 生 
化 化 验 报告 (3 张 )、CT/ 核 磁 共 振 片 (5 张 )、 手 术 照 片 (10 张 )、 取出 的 肝癌 病灶 (2 
张 )、 病理 检查 报告 单 (2 张 )、 术 后 化 验 单 (2 3k). 诊断 记录 (1 张 ). 

7.2.2 ”提取 数据 的 数学 处 理 


本 小 节 的 目的 是 研究 肝癌 病灶 的 边界 的 分 形 维 数 对 肝癌 恶性 程度 的 影响 . 计算 
方式 设计 选材 于 文献 [39], [47]. 

作为 研究 计算 机 处 理 图 片 的 例子 , 选择 一 幅 417 x 409 的 肝脏 血管 的 图 片 , 处 
理 的 软件 为 Matlab, 如 图 7.2.3 所 示 . 

首先 ， 将 这 彩色 图 片 灰 度 化 ， 也 就 是 将 图 片 中 各 个 像素 点 的 红 、 绿 、 蓝 三 元 值 各 
自 乘 上 一 定 的 权 值 , 得 到 的 数值 作为 其 灰 度 值 , Matlab 中 有 专门 函数 , 即 rgb2- gray, 
其 转换 公式 为 gray=r+*0.299+g*0.587+b=0.114. 灰 度 化 后 如 图 7.2.4 所 示 . 


图 7.2.3 图 7.2.4 
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1. RRA 

由 经 验 得 知 , 某 些 图 像 由 于 其 物体 与 背景 间 灰 度 值 过 于 接近 , 即 对 比 度 过 小 , 导 
致 处 理 图 像 时 很 难 确定 边界 值 . 利用 灰 度 均衡 化 的 方法 , 将 图 片 的 灰 度 分 布 进行 拉 
Fr, 使 得 图 7.2.4 有 明显 的 对 比 度 . 

首先 讨论 一 般 灰 度 均衡 化 问题 , 以 方便 后 面 统一 的 边缘 处 理 . 

以 一 副 对 比 度 比较 差 的 照片 图 7.2.5 为 例 . 

从 灰 度 化 后 的 图 像 中 , 可 以 对 图 的 像素 点 的 灰 度 级 作 统计 , 规定 总 像素 值 为 256 
E, 这 样 对 应 于 每 个 灰 度 级 (0~255) 的 像素 点 个 数 可 以 做 成 一 个 直方 图 , 如 图 7.2.6 
FR. 


0.025 
0.020 
0.015 


0.010 


0.005 


OO 50 100 150 200 250 


图 7.2.5 图 7.2.6 


从 图 上 可 以 看 出 , 图 片 的 灰 度 级 在 50 处 有 明显 的 高 峰 . 这 样 , 不 均衡 的 灰 度 级 
分 布 会 使 得 在 测 边缘 上 求 梯度 时 不 够 明显 , 因此 有 必要 进行 灰 度 均衡 化 . 

所 谓 灰 度 均衡 化 ， 就 是 将 直方 图 中 的 灰 度 级 作 一 个 函数 变换 ， 使 得 点 较为 集 
中 的 灰 度 级 拉 伸 一 些 ,点 较为 稀疏 的 灰 度 级 收缩 一 些 ， 从 而 达到 各 灰 度 级 均衡 的 
效果 . 

函数 变换 公式 的 推导 如 下 : 假设 原 图 的 总 像素 个 数 为 N, 灰 度 级 一 共有 Dm 个 
CR 256), 原 图 的 直方 图 函数 为 HA (D), 变换 为 Ds = f (DA), 变换 后 的 直方 图 函 
数 为 Hs (D). 那么 , 在 原 图 中 D < DA 的 点 的 个 数 与 变换 后 图 中 D < Ds 的 点 的 
个 数 应 该 相同 , 即 


Da De 
J Ha(D)dD = f Hs (D) aD. 
o o 
两 边 对 D4 求 导数 , 得 


Ha (Da) = Hp (Da) $p® = Ha (Dp) f' (Da), 
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于 是 
HA(DA) 
f (DA) ` 


FUER METI, 就 是 要 求 Hs (Dp) = DP, 代入 上 式 , 得 到 


Hp (Dp) = 


F (Da) = SE Ha (Da). 


D 
两 对 + = Da 积分 , 得 到 7(D) = FE Í BaO at 这 就 是 变换 函数 HRAM 
化 , 并 称 其 为 CDF 函数 : 


t 
CDF (t) = >> Ha(t). 
i=l 
然后 , XIRRI t, 用 CDF (t) Dm 作为 新 的 灰 度 值 . 得 到 直方 图 均衡 化 后 的 图 像 , 如 
7.2.7 所 示 . 
将 下 图 与 原 图 灰 度 化 后 相 比 , 可 以 看 到 对 比 度 有 了 很 明显 的 上 升 . 灰 度 均 衡 化 
后 的 直方 图 如 图 7.2.8 所 示 . 


人 


5 100 150 200 250 


图 7.2.7 图 7.2.8 

经 过 灰 度 均衡 化 后 , 整个 图 像 对 比 度 已 相对 较 高 , 下 面 就 选择 算法 提取 图 像 中 
所 需 检测 的 边缘 . 

2. 边缘 检测 

(1) 高 斯 滤波 . 

考虑 到 所 得 图 像 往往 有 很 多 噪声 , 而 且 所 研究 的 对 象 正 是 图 像 较 细致 的 结构 ， 
故 对 噪声 一 定 很 敏感 , 因此 在 对 图 像 做 边缘 检测 之 前 有 必要 对 其 进行 滤波 来 去 噪 . 
下 面 所 用 的 滤波 方法 为 高 斯 滤波 法 . 
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高 斯 函数 即 正 态 分 布 函数 , 常用 作 加 权 函 数 , 二 维 高 斯 函数 如 下 : 


m=) 


G (z, y) = exp {- > 


采用 高 斯 模板 进行 图 像 的 平滑 , 一 是 因为 二 维 高 斯 函数 具有 旋转 对 称 性 , 保证 
滤波 时 各 方向 平滑 程度 相同 ; 二 是 在 高 斯 模板 中 , 离 中 心 点 越 远 权 值 越 小 , 确保 边 
缘 细节 不 被 模糊 . 取经 验 参数 0? = 2, n = 5, 见 表 7.2.1 所 示 . 


表 7.2.1 


0 0.135 0.779 1 0.779 0.135 
1 0.287 0.606 0.779 0.606 0.287 
2 0.105 0.287 0.135 0.287 0.105 


将 其 整数 化 、 归 一 化 后 , 得 表 7.2.2. 


表 7.2.2 


° 
-Nou 
wo wb 
wono ujo 
vaos nje 
=s ° o ejo 


比例 系数 为 1/100. 

该 矩阵 即 为 n = 5 的 滤波 等 效 矩 阵 . 以 源 图 像 每 一 点 为 中 心 , 经 过 与 等 效 矩 阵 
卷 积 , 便 完成 滤波 过 程 . 

对 灰 度 化 后 的 图 像 经 过 高 斯 滤波 , 所 得 的 图 像 即 可 进行 边缘 检测 . 

(2) 提取 边缘 . 

边缘 检测 的 实质 是 提取 出 图 像 中 对 象 与 背景 间 的 交界 线 , 因此 不 妨 对 边缘 先行 
确定 . 边缘 是 指 图 像 中 灰 度 发 生 急剧 变化 的 区 域 的 边界 . 

图 像 灰 度 的 变化 情况 , 可 以 用 图 像 灰 度 的 梯度 来 反映 , 因此 可 以 通过 对 局 部 图 
像 微分 来 进行 边缘 检测 .经 典 的 边缘 检测 方法 是 对 原始 图 像 中 像素 的 某 小 邻 域 来 
构造 边缘 检测 算 子 . 

假设 给 定 连续 函数 f(z,y), 其 方向 导数 在 边缘 法 线 方向 上 取得 局 部 最 大 值 . 
f(z,y) 在 9 方 向 沿 7 的 梯度 为 
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af _ af Ox , Df By 


Br OS OF Dy Or T £20088 + fysind, 


ð. 8 (8. 
OF 取 最 大 值 的 条 件 是 2 (2) = 0, 即 — f, sin0, + fv cos, = 0, 其 中 b = 


arctan h. 于 是 梯度 最 大 值 为 


为 减少 计算 量 , 用 9 = |f.| + |/,| 近似 代替 . 

以 这 些 理论 为 依据 , 可 以 设计 许多 算法 . 常用 的 边缘 检测 方法 有 : Sobel 边缘 检 
测算 子 、 Prewitt 边缘 检测 算 子 、 Roberts 边缘 检测 算 子 、Marr 边缘 检测 算 子 、Canny 
边缘 检测 算 子 等 等 . 

实际 操作 中 , 由 于 Canny 算 子 有 明显 的 精确 性 优势 , 故 选用 Canny 算法 来 实 
现 边缘 检测 . 

边缘 提取 的 基本 问题 是 解决 增强 边缘 与 抗 品 能 力 间 的 矛盾 ， 由 于 图 像 边 缘 与 
噪声 在 频率 域 中 同 是 高 频 分 量 , 简单 的 微分 提取 运算 同样 会 增加 图 像 中 的 噪声 , 故 
一 般 在 微分 运算 之 前 , 应 采取 适当 的 平滑 滤波 , 减少 噪声 的 影响 . Canny 算法 的 实质 
是 用 一 个 准 高 斯 函数 作 平滑 运算 , 然后 以 带 方向 的 一 阶 微分 来 定位 导数 的 最 大 值 . 
Canny 算 子 边缘 检测 是 一 种 比较 实用 的 边缘 检测 算 子 , 具有 很 好 的 边缘 检测 性 能 . 

Canny 边缘 检测 法 利用 高 斯 函数 的 一 阶 微分 , 能 在 噪声 抑制 和 边缘 检测 之 间 取 
得 较 好 的 平衡. 

Canny 边缘 检测 算法 主要 步骤 : 

第 1 步 . 用 高 斯 滤波 器 平滑 图 像 . 

第 2 p. 用 一 阶 偏 导数 的 有 限 差分 来 计算 梯度 的 幅 值 与 方向 . 

在 这 一 步 , 可 以 任 选 一 个 一 阶 算 子 来 计算 图 像 在 两 个 正 交 方 向 上 的 梯度 , 取 一 
种 更 为 有 效 的 等 效 矩阵 : 


1 0 -1 
10 -1 
10 -1 


H= 


第 3 步 . 对 梯度 幅 值 进行 非 极 大 值 抑 制 . 

在 Canny 算法 中 , 仅仅 得 到 全 局 的 梯度 并 不 足以 确定 边缘 , 因此 , 为 确定 边缘 ， 
必须 保留 局 部 梯度 最 大 的 点 , 而 抑制 非 极 大 值 . 具体 做 法 是 利用 梯度 的 方向 , 将 一 
点 的 8 个 邻 域 分 为 四 个 方向 , 或 表示 为 图 7.2.9. 
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3 2 假设 局 部 梯度 分 别 为 G。, Gy, 根据 其 梯度 方向 G-/Gy 
9 Fs 0 判断 在 哪 一 个 方向 内 , 并 将 该 点 在 全 局 梯度 上 的 值 与 该 方向 
| l 上 的 两 个 邻 点 相 比 , 若 其 不 是 最 大 的 , 则 可 以 肯定 其 不 是 边 
0 x 0 缘 点 , 即 进行 的 “ 非 极 大 抑制 ”. 
| | 第 4 步 . 用 双 阔 值 算法 检测 与 连接 边缘 . 
根据 全 局 梯度 的 灰 度 直方 图 计算 出 高 阔 值 (highthresh )， 
低 闭 值 通常 选取 为 lowthresh= highthresh/2. 

对 于 在 全 局 梯度 图 像 中 小 于 低 阐 值 的 点 , 肯定 不 是 边缘 
点 ; 大 于 高 阔 值 的 点 则 肯定 是 边缘 点 ; 对 于 处 于 二 者 之 间 的 
点 , 其 为 边缘 点 的 条 件 是 : 当 且 仅 当 其 8 邻 域内 有 边缘 点 . 

通常 的 做 法 是 将 所 有 大 于 低 阔 值 的 点 先 设 为 边缘 点 , 再 从 大 于 高 阅 值 的 点 出 
发 , 对 二 值 图 像 做 深度 遍历 寻找 连通 分 量 来 连接 边缘 . 

(3) 细 化 算法 . 

对 于 经 过 初步 边缘 检测 后 的 图 像 , 其 边缘 往往 都 很 粗糙 , 可 以 通过 对 图 像 进行 
细 化 来 增强 边缘 效果 . 

本 文采 用 Zhang-Suen 骨架 细 化 算法 , 这 个 算法 快速 且 易 于 实现 , 效果 也 很 理 
AB. 在 这 个 算法 中 , 每 一 次 迭代 有 两 个 子 迭 代 , 分 别 完成 对 于 两 种 简单 边界 点 的 删 
除 以 达到 细 化 目的 ; 当 图 像 随 着 迭代 而 不 产生 变化 时 , 算法 便 终止. 

在 第 一 次 子 迭 代 中 , 设 满足 下 列 条 件 的 3x3 的 二 值 矩阵 的 中 间 点 为 工人 j), WJ 
该 点 满足 下 列 4 个 条 件 时 即 可 删除 : 

@ 只 有 一 个 连通 分 量 ; 

@ 中 间 点 的 邻居 中 , 1 个 数 在 2 到 6 之 间 ; 

@#EI(üj+1), IG — 1,j), IG, j — 1) 中 至 少 有 一 个 为 0; 

@#IG-1,j) IG +1,j), 1G,j— 1) 中 至 少 有 一 个 为 0. 

在 第 二 次 子 迭 代 中 , 设 满足 下 列 条 件 的 3x3 的 二 值 矩阵 的 中 间 点 为 工 it j), 则 
该 点 满足 下 列 4 个 条 件 时 即 可 删除 : 

O 只 有 一 个 连通 分 量 ; 

@ 中 间 点 的 邻居 中 , 1 个 数 在 2 到 6 之 间 ; 

@@ 在 I(i 一 1,j),T(i,j 十 1),T(i+1,7) 至 少 有 一 个 为 0; 

@# Ii, +1), I(i+1 j), 14,5 — 1) 至 少 有 一 个 为 0. 

程序 流程 图 为 图 7.2.10. 

回 到 最 初 的 图 像 , 图 7.2.3, 经 过 边缘 检测 所 得 结果 为 图 7.2.11. 
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图 7.2.10 
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图 7.2.11 


7.2.3 ”分形 维 数 的 计算 

1. 由 基本 定义 得 到 的 计算 结果 

在 灰 度 均衡 化 与 获取 图 像 边 缘 F 的 基础 上 , 利用 盒 维 数 的 定义 , 取 一 个 序列 
6 作为 ó 网 立方 体 的 网 格 边 长 , 利用 盒 维 数 的 定义 , 分 析 序列 log No, (F) 与 ôr 的 
KA, 试图 找 出 这 两 组 数据 与 图 像 F 的 盒 维 数 的 关系 . 

考虑 到 图 像 的 像素 问题 , 所 采取 的 序列 {5k} = {2,3,4,… ,24,25}( 单 位 : 像素 )， 
通过 getdim.m 函数 , 得 到 如 下 数据 ( 表 7.2.3): 


表 7.2.3 

Sk 2 3 4 5 6 7 
In dx 0.69 1.10 1.39 161 1.79 1.95 
In Na, 9.88 9.31 8.87 8.48 8.14 7.84 
Ôk 8 9 10 11 12 13 
Indy 2.08 2.20 2.30 2.40 2.48 2.56 
In Na, 7.58 7.35 7.15 6.96 6.79 6.63 
Ök 14 15 16 17 18 19 
Inók 2.64 2.71 2.77 2.83 2.89 2.94 
In Ng, 6.47 6.35 6.22 6.09 5.99 5.89 

i UU 

Ok 20 21 22 23 24 25 
ln OK 3.00 3.04 3.09 3.14 3.18 3.22 
ln N5, 5.77 5.70 5.59 5.53 5.44 5.35 


但 是 , 由 于 网 格 边 长 ó, 的 单位 问题 , 会 出 现 如 下 现象 : 
O 得 到 的 24 个 数据 — log Ns, (F)/ log 5k 均 为 负 值 , 这 显然 不 符合 盒 维 数 的 
要 求 ; 
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© ó=1 时 , 该 定义 是 无 法 计算 的 . 
考虑 到 出 现 这些 问 题 的 原因 在 于 分 母 没有 一 个 明确 的 单位 , 为 方便 计算 机 计 
算 , 可 以 人 为 地 决定 5 的 单位 为 1 像素 . 然而 , 实际 的 单位 是 什么 意义 很 难 确定 ， 
此 , 不 妨 假设 实际 的 1 单位 为 1 = Cdk, C 为 任意 常数 , 其 任何 变形 仍然 记 为 C. 
盒 维 数 也 可 表示 为 


log N (F` 
amar- EE, 
此 公式 实际 上 只 是 改变 网 格 边 长 5 的 单位 , 但 给 出 了 解决 思路 . 这 个 定义 只 有 在 极 
限 情况 下 才 会 不 受 单位 的 影响 . 由 于 现实 的 图 像 的 像素 有 限 , 无 法 做 到 网 格 边 长 充 
分 小 . 所 以 , 计算 过 程 中 , 上 述 定义 中 极限 的 收敛 速度 , 与 网 格 边 长 的 单位 , 也 就 是 
公式 中 的 常数 C, 有 很 大 关系 . 因此 , 希望 寻找 一 个 常数 Co, 使 得 C = Co 时 , 该 极 
限 的 收敛 速度 最 快 . 


2. 对 数据 的 线性 拟 合 


网 格 边 长 序列 (áz), 的 最 大 值 与 图 像 的 像素 409x417 相 比 很 小 , 因此 可 以 
假设 序列 {Ak} 迄 比较 接近 念 维 数 的 真 值 dimas F( 在 误差 允许 范围 内 ), 其 中 和 = 
log Ns, (F) 
— log ôk + Co ` 
在 如 上 的 假设 下 , 序列 {log Ns, (F)) 与 序列 {—log pk} 应 该 满足 很 好 的 线性 关 
系 . 事实 上 , 这 两 个 序列 的 点 图 如 图 7.2.12 与 图 7.2.13 所 示 , 满足 不 错 的 线性 关系 . 


0s 10 15 20 25 30 35 35 CTO 15 20 25 30 35 
log(6) log(6) 
图 7.2.12 图 7.2.13 
对 这 24 组 数据 进行 线性 回归 后 得 到 如 下 拟 合 结果 : 
log Ná (F) = —1.6712log ó + 10.7422, 


即 所 得 维 数 近似 值 为 1.6712. 
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3. 对 数据 的 双 曲 外 推 拟 合 


观察 全 维 数 定义 可 知 , 维 数 的 真实 解 应 该 在 无 限 纲 分 5 网 的 情况 下 取得 . AT, 
由 于 照片 的 像素 限制 , 细 分 是 有 限制 的 , 例如 , 像素 为 400+400, 最 多 细 分 到 格子 边 
长 为 1 像素 . 之 所 以 利用 线性 拟 合 , 是 发 现 los N,(F) 与 og5 之 间 已 经 满 中 较 好 的 
线性 关系 . 但 仔细 观察 后 , 发 现在 细 分 网 格 变 长 逐 源 减 小 至 接近 1 时 ,图 像 斜 率 开 
始 有 减 小 的 趋势 . 引起 该 趋势 的 原因 有 两 种 : 

O 在 5 接近 1 时 , 由 于 图 像 本 身 有 很 多 噪声 , 这 些 品 声 本 身 很 难 从 去 噪 过 各 
中 完全 波 去 , 而 在 5 接近 1 时 ,噪声 所 产 生 的 影响 会 由 于 采集 数据 的 细 化 而 变 大 ; 

O 在 6 越 来 越 小 时 , MARGE TIL, 并 且 由 公式 NA = VET 得 到 
5 AGRE PBI, Me 有 可 能 越 来 越 小 

综合 以 上 两 种 情况 , 由 于 噪音 造成 的 误差 是 无 法 各 免 的 , 并 且 是 不 可 预测 的 , 因 
此 要 售 挤 离 1 最 近 的 最 后 两 点 . 

BREMEN, 寻找 另 一 种 拟 合 方法 , 使 得 最 终结 果 能 很 好 的 吻合 定义 中 的 取 
极限 过 程 

仔细 观察 图 7.2.12 的 弯曲 形态 , 发 现 图 像 与 双 曲 线 比较 相似 , 于 是 考虑 用 比较 
常用 的 双 曲 外 推 , 且 极限 比例 值 恰好 为 双 曲 线 浙 近 线 饼 率 的 绝对 值 的 倒数 

TE, 取 边 长 为 6 = i, i = 2,3,… ,24,25 的 5 网 , 得 到 log N (F) 与 log6 的 
数据 如 图 7.2.14 和 图 7.2.15 所 示 . 


Nil 
log( Ns(F)) 


0 0.5 1.0 15 
log(6) log(6) 


20 2.5 3.0 


图 7.2.14 图 7.2.15 


用 双 曲 方程 标准 式 对 其 拟 合 得 到 双 曲 方程 为 


2 
ee — (y — 1.2445)? = 3.14732, 


图 像 拟 合 度 为 r= 0.0839. 故 最 终 图 像 维 数 为 dimes F = 1/0.6772 = 1.4768. 
编 好 程序 , 对 F 进行 盒 维 数 dims F 计算 , 获得 dime F 的 值 . 得 到 的 dims F 
是 一 个 近似 值 . 这 个 值 是 否 就 是 肝癌 病灶 图 像 边缘 G 的 盒 维 数 dims G YE? 显然 是 
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有 误差 的 . 但 是 可 以 将 dims F 近似 代替 dims G, 看 dims F 如 何 随 患者 的 病情 而 
改变 , 从 而 得 出 规律 , 提炼 出 肝癌 亚 性 程度 随 dim y F 改变 的 数学 模型 . 


7.2.4 ”分 析 多 例 病 患 资料 得 出 规律 , 归纳 得 到 数学 模型 


在 研究 工作 中 , 应 当 进 行 足够 多 的 肝癌 病 患 的 数据 计算 、 分 析 , 然后 归纳 出 数 
学 模型 , 对 于 肝癌 恶性 程度 的 数学 模型 也 是 如 此 . 

在 300 例 数据 分 析 后 , 得 到 一 个 初步 的 结论 : 肝癌 恶性 程度 与 病灶 边界 的 分 形 
维 数 呈 近似 的 线性 关系 . 

获得 初步 的 数学 模型 后 , 还 要 检验 数学 模型 的 准确 性 . 目前 正在 用 两 种 方式 进 
行 检验 : (1) 对 于 近 300 位 病 患 进行 随访 调查 ; (2) 将 模型 用 于 新 的 病 患 , 这 样 的 试 
验 对 模型 的 准确 性 更 具有 挑战 性 . 


7.2.5 ”肝癌 研究 中 的 其 他 问题 
1. 辅助 性 部 分 肝 移 植 (auxiliary partial orthotopic liver transplantation, APOLT) 


在 活体 肝 移 植 时 , 首先 去 除 受 体 中 坏 肝 的 部 分 , 再 从 供 体 上 取出 一 部 分 健康 肝 
进行 移植 , 使 得 供 体 不 受 损害 , 而 受 体 又 得 益 而 生存 , 见 图 7.2.16. 


x 


移植 肝 
受 体 肝 


图 7.2.16 


计算 出 从 供 体 中 切 下 多 少 , 是 最 好 的 可 能 性 , 协助 医生 用 数学 方法 作 科学 的 选择 . 
这 个 问题 与 病 肝 的 恶性 程度 、 健康 肝 的 质量 都 有 极 大 的 关系 , 是 一 个 有 很 大 难 
度 的 课题 . 目前 国际 、 国内 数学 界 、 医 学界 对 这 个 问题 都 有 极 大 的 兴趣 . 


2. 寻找 控制 肝癌 的 基因 (genes which control liver cancers) 


利用 医生 提供 的 基因 芯片 , 用 统计 方法 , 把 对 肝癌 起 作用 的 基因 找 出 来 . 这 个 
工作 的 意义 很 大 , 为 医学 科学 的 基因 修复 工程 提供 的 理论 依据 . 这 是 一 项 与 生命 科 
学 、 临 床 医学 都 有 极 大 关系 的 基础 研究 工作 , 对 人 类 基因 功能 的 研究 (人 类 基因 组 
虽然 已 经 破译 , 但 哪个 基因 控制 人 类 体征 的 哪 一 部 分 , 却 远 远 没有 解决 、 对 生命 科 
学 的 发 展 、 对 临床 医学 的 指导 , 意义 都 是 不 可 估量 的 . 


11 


12 
13) 
14) 
15 


16] 


21] 


参考 文献 


FRA. 线性 偏 微分 算 子 引 论 (E). 科学 出 版 社 , 1986. 

苏 维 宜 . 近代 分 析 引 论 . 北京 大 学 出 版 社 , 2000. 

沙 震 , 阮 火 军 . 分 形 与 拟 合 . 浙江 大 学 出 版 社 , 2005. 

文 志 英 等 . 分 形 几 何 理论 与 应 用 . 浙江 科学 技术 出 版 社 , 1998. 

文 志 英 . 分 形 几何 的 数学 基础 . 上 海 科技 教育 出 版 社 , 2000. 

TRASH. 近世 代数 基础 . 人 民 教 育 出 版 社 , 1978. 

郑 维 行 , IER, 任 福 贤 . 沃 尔 什 函 数理 论 与 应 用 . 上 海 科技 出 版 社 , 1983. 

Barnsley M. Fractals Everywhere. Academic Press, INC., 1988. 

Butzer P L and Nessel H J. Fourier 分 析 与 逼近 论 . 第 一 卷 (E). 郑 维 行 , 苏 维 宜 , 任 
HABE, 何 泽 霖 译 . 高 等 教育 出 版 社 , 1985. 

Butzer P L and Wagner H J. Walsh-Fourier series and the concept of a derivative. 
Applicable Anal., 1973, 3: 29-46. 

Butzer P L and Wagner H J. An extension of the dyadic calculus with fractional 
order derivatives, further theory and applications. Comp. & Math with Appl., 1986, 
12A(8): 921-943. 

Falconer K J. The Geometry of Fractal Sets. Cambridge Univ. Press, 1985. 
Falconer K J. Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications. Chich- 
ester, Wiley, 1990. 

Falconer K J. Techniques in Fractal Geometry. Chichester, Wiley, 1998. 

Guidolin D, Vacca A, Mussdorfer G G et al. A new image analysis method based on 
topological and fractal parameters to evaluate the angiostatic activity of docetaxel 
by using the Matrigel assay in vitro. Microvasc Res., 2004, 67(2): 117-124. 

Gibbs J E and Millard M J. Walsh functions as solution of a logical differential 
equations. NPL DES Rept. 1, 1969. 

Gibbs J E and Millard M J. Some methods of solution of linear ordinary logical 
differential equations. NPL DES Rept. 2, 1969. 

Gibbs J E and Ireland B. Some generalizations of the logical derivatives. NPL DES 
Rept. 8, 1971. 

Gibbs J E and Stankovic R S. Why IWGO? A look at the bibliography of Gibbs 
derivatives. Theory And Applications of Gibbs Derivatives, Butzer P L and Stankovic 
R S (Eds), Beograd, xi—xxiv, 1990. 

Gu Q S. Wave equations with fractal boundaries. Undergraduate Thesis of Nanjing 
University, Department of Mathematics, 2010. 

He ZL and Mustard D. Convergence properties of a class of Walsh-Fourier integral 
operators. Proc. of the First International Workshop on Gibbs Derivatives, Kupari- 
Dubrovnik Yugoslavia, 1989: 145-156. 


参考 文献 .275 . 


22] 


[23] 


24] 


25] 


26] 


27) 


[28] 


(29) 


31) 


[32] 


[33] 


35] 


[36] 


He Z L. Notes on approximations of Walsh functions (Chinese). J. of Nanjing Univ., 
1981, 4: 409-418. 

He Z L. An approximation theorem on p-adic Walsh-Fejér operators with some corol- 
laries (Chinese). J. of Nanjing Univ., 1982, 3: 585-597. 

He Z L. The derivatives and integrals of fractional order in Walsh-Fourier analysis 
with applications to approximation theory. J. of Approz. Theory (U.S.A.) , 1983, 
39: 361-373. 

He Z L. A class of approximation operators and best approximation over L” (G), 
1< p< eo, G=R,T,Z. Chinese J. of Contemporary Math., 1988, 9(2): 215-224. 
Hewitt E and Ross K A. Abstract Harmonic Analysis, I. Berlin: Springer-Verlag, 
1979. 

Jiang H K. The kernels of de la Vallée-Poussin type on p-adic fields. Approz. Theory 
& Appl., 1990, 6(1): 65-79. 

Jiang H K. The derivatives and integrals of functional order on a-adic groups. Chin. 
Ann.of Math., Ser.B, 1993, 14(4): 515-526. 

Lapidus M L. Vibrations of fractal drum, the Riemann hypothesis, waves in fractal 
media and the Weyl-Berry conjecture. Trans. Amer. Math. Soc., 1991, 325: 465-529. 
Li Y and Su W Y. Random a-adic groups and random net fractals. Chaos, Soliton 
& Fractals, 2008, 37: 807-816. 

Ma L T. Two dimensional wave equations with fractal boundaries. Phd Thesis of 
Nanjing University, Department of Mathematics (Chinese), 2009. 

Mandelbrot B B. How long is the coast of Britain? Statistical self-similarity and 
fractional dimension. Science, 1967, 155: 636-638. 

Mandelbrot B B. Fractals: Form, Chance and Dimension. San Francisco: W.H. 
Freeman & Co., 1977. 

Mandelbrot B B. The Fractal Geometry of Nature. San Francisco: W.H. Freeman 
& Co., 1982. 

Masters B R. Fractal analysis of the vascular tree in the human retina. Annu Rev 
Biomed Eng., 2004, 6(4): 27-52. 

Mattila P. Geometry of Sets and Measures in Euclidean Spaces: Fractals and Recti- 
fiability. Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1995. 

Oczeretko E, Juczewska M and Kasacka I. Fractal geometric analysis of lung cancer 
angiogenic patterns. Folia Histochem Cytobiol, 2001, 39(2): 75-76. 

Onneweer C W and Su W Y. Homogeneous Besov spaces on locally compact Vilenkin 
groups. Studia Mathematica, 1989, T.XCIII: 17-39. 

Peng Y. Fractal dimension calculation of two dimension images with computer pro- 
gramming. Undergraduate Thesis of Nanjing University, Department of Mathemat- 
ics, 2010. 


+ 276 . 


参考 文献 


[41] 


[42] 


43] 


(45) 


[46] 


47] 


[48] 


[49] 


50] 


[51] 
[52] 


53) 


54) 


55] 


Qiu H and Su W Y. Weierstrass-like functions on local fields and their p-adic deriva- 
tives. Chaos, Soliton & Fractals, 2006, 28: 958-965. 

Qiu H and Su W Y. Measures and dimensions of fractal sets in local fields. Progress 
in Natural Sci., 2006, 16(12): 1260-1268. 

Qiu H and Su W Y. 3-adic Cantor function on local fields and its p-adic derivative. 
Chaos, Soliton & Fractals, 2007, 33: 1625-1634. 

Qiu H and Su W Y. The connection between the orders of p-adic calculus and the 
dimensions of Weierstrass type function in local fields. Fractals, 2007, 15(3): 279-287. 
Qiu H, Su W Y and Li Y. On the Hausdorff dimension of certain Riesz product in 
local fields. Analysis in Theory and Appl., 2007, 23(2): 147-161. 

Qiu H and Su W Y. Distributional dimension of fractal sets in local fields. Acta. 
Math. Sinaca (Eng.), 2008, 24(1): 147-158. 

Qiu H and Su W Y. Pseudo-differential operators on p-adic fields (Chinese), Science 
in China., 2011, 41(1): 1-15. 

Qiu Y D, Su W Y, Chen J and Qiu H. The malignant case of a cancer, determined 
by fractal dimensions of boundaries(Chinese) to appear., 2011. 

Ren F X, Su W Y and Zheng W X. The generalized logical derivatives and its 
applications (Chinese). J. of Nanjing Univ., 1978, 3: 1-8. 

Ruan H J, Su W Y and Yao K. Box dimension and fractional integral of linear 
interpolation functions. J. of Approx. Theory, 2009, 161, 187-197. 

Sabo E, Boltenko A, Sova Y, et al. Microscopic analysis and significance of vascular 
architectural complexity in renal cell carcinoma. Clin Cancer Res., 2001, 7(3): 533- 
537. 

Sadosky C. Interpolation of Operators and Singular Integrals. Springer-Verlag, 1979. 
Shen K M. Study on two dimensional wave equations with fractal boundaries on 
local fields (Chinese). Undergraduate Thesis of Nanjing University, Department of 
Mathematics, 2010. 

Stankovic R. S and Astola J. Gibbs derivatives. Walsh and Dyadic Analysis, Pro- 
ceedings of the workshop dedicated to the memory of James Edmund Gibbs, 2007: 
153-170. Held in Oct. 18-19, 2007, Nis Serbia. 

Stankovic R S and Astola J. Remarks on the development and recent results in the 
theory of Gibbs derivatives. Facta Universitatis, Series: Electronics and Energetics, 
University of Nis, 2008, 21(3): 349-364. Proceedings of discrete analysis and related 
areas, Workshop on Discrete Analysis and Applications, held in Sep. 27-29, 2008, 
Thessaloniki, Greece. 

Su W Y and Chen G X. Lipschitz classes on local fields. Science in China, Ser.A, 
Math., 2007, 50(7): 1005-1014. 


参考 文献 .277 - 


56) 


57) 
58] 
59 
60 
(61 
62 


(63) 


(65) 


67] 


68] 


69] 


70] 


71] 


Su W Y and Qiu H. p-adic calculus and its applications to fractal analysis and medical 
science. Facta Uinversitatis, Series: Electronics and Energetics, University of Nis, 
2008, 21(3): 339-348. Proceedings of discrete analysis and related areas, Workshop on 
Discrete Analysis and Applications, held in Sep. 27-29, 2008. Thessaloniki, Greece . 
Su W Y and Xu Q. Function spaces on local fields. Science in China, Ser.A, Math., 
2006, 49(1): 66-74. 

Su W Y and Zheng W X. On the theory of approximation operators over local fields. 
Approx. Theory V(Teras U.S.A.), 1986: 579-582. 

Su W Y. An introduction to Walsh functions (Chinese). Proceedings in Digit Tech- 
niques and Applications, Wuri, China, 1976: 298-328. 

Su W Y. On an extremum problem for n-variable Walsh transformations (Chinese). 
J. of Nanjing Univ., 1980, 2: 6-14. 

Su W Y. The kernels of Abel-Poisson type on Walsh system. Chin. Ann. of Math., 
Ser.B, 1981, 2: 81-92. 

Su W Y. A proof of the Jackson type theorem in Walsh system (Chinese). Proc. of 
the Conference on Approximation Theory, Huangshan, China, 1982: 181-188. 

Su W Y. The derivatives and integrals on local fields. Nanjing University Biquarterly, 
1985, 1: 32-40. 

Su W Y. The kernels of product type on local fields(1). Approx. Theory & its 
Appl., 1985, 1(2): 93-109. 

Su W Y. The kernels of product type on local fields (Il). Approx. Theory & its 
Appl., 1986, 2(2): 95-111. 

Su W Y. The approximate identity kernels of product type for the Walsh system. J. 
of Approx. Theory, 1986, 47(4): 284-301. 

Su W Y. Kernels of Poisson type on local fields. Science in China, Ser.A, 1988, 31(6): 
641-653. 

Su W Y. Pseudo-differential operators in Besov spaces over local fields. Approz. 
Theory & Appl., 1988, 4(2): 119-129. 

Su W Y. Approximation theory and harmonic analysis on locally compact groups. 
Approximation, Optimization and Computing: Theory and Appl. Elsevier Science 
Publishers B.V. North-Holand, 1990: 181-184. 

Su W Y. Para-product operators over locally compact Vilenkin groups. A Friendly 
Collection of Mathematical Papers I, Proc. in Celebration of 70's Birthday of Pro- 
fessor Shu Lizhi, 1990: 1-5. 

Su W Y. Fractal and harmonic analysis over locally compact groups(Chinese). Proc. 
of non-linear problems in Science and Techniques, Nanjing, Jiangsu, China , 1991: 
17-20. 


- 278 . 


参考 文献 


72] 


73] 


74] 


75] 


76] 


77] 


(78) 


79) 


[82] 


83] 


Su W Y. Psuedo-differential operators and derivatives on locally compact Vilenkin 
groups. Science in China, Ser.A, 1992, 35(7): 826-836. 

Su W Y. Gibbs derivative and its applications to approximation theory and fractals. 
Approz. Theory VII, Austin U.S.A., 1992: 61-63. 

Su W Y. Walsh analysis in the last 25 years (Chinese). Proc. of the Fifth Inter- 
national Workshop on Spectral Techniques, Univ. of Aeronautics and Astronautics, 
Beijing, China, 1994: 117-127. 

Su W Y. Operators-derivatives-spaces-differential equations on locally compact Vilenkin 
groups. Harmonic Analysis in China. Edited by Yang C C et al., Kluwer Academic 
Publishers, Hong Kong, 1995: 240-255. 

Su W Y. Gibbs derivatives and their applications. Numer. Funct. Anal. and Opti- 
miz., 1995, 16(5 & 6): 805-824. 

Su W Y. Para-product operators and para-linearization on locally compact Vilenkin 
groups. Science in China, Ser. A, 1995, 38(11): 1304-1312. 

Su W Y. Gibbs derivatives and differential equations on Vilenkin groups. Recent 
Developments in Abstract Harmonic Analysis with Applications in Signal Processing. 
Edited by Stankovic R S. et al., Nauka Belgrade, Yugoslavia, 1996: 79-94. 

Su W Y. Gibbs-Butzer differential operators on locally compact Vilenkin groups. 
Science in China, Ser.A, 1996, 39(7): 718-727. 

Su W Y. The boundedness of certain operators on Hélder and Sobolev spaces. Ap- 
pror. Theory & Appl., 1997, 13(1): 18-32. 

Su W Y. Calculus on fractals based upon local fields. Appror. Theory & Appl., 2000, 
16(1): 92-100. 

Su W Y. Gibbs derivatives — the development over 40 years in China. Walsh and 
Dyadic Analysis, Proceedings of the workshop dedicated to the memory of James 
Edmund Gibbs, 2007, 15-30. Held in Oct. 18-19, 2007, Niš, Serbia. 

Su W Y. Two dimensional wave equations with fractal boundary. Applicable Anal- 
ysis, 2011, 90(3-4), 533-543. Proc. of dedicated to the 80’s Birth of Porf. Dr. 
P.L.Butzer. Held in Mar. 21-24, 2009, Lindau, Germany. 

Taibleson M. Fourier Analysis on Local Fields. Princeton Univ. Press, 1975. 
Triebel H. Theory of Function Spaces. Basel: Birkauser Verlag, 1983. 

Triebel H. Fractals and Spectra. Basel: Birkauser Verlag, 1997. 

Van der Waerden B L. 代数 学 . TH, 曾 肯 成 , MAAR. 科学 出 版 社 , 1978. 
Vladimirov V S, Volovich I V and Zelenoc E I. p-aidc Analysis and Matiematical 
Physics. World Scientific Singapore, 1994. 

Wang Z X. Chains of function spaces over Euclidian spaces and local fields. Approz. 
Theory & its Appl., 2009, 25(2): 92-100. 


参考 文献 .279 . 


[90] 


91] 


92] 


93] 


[94] 


95] 


(96 


97] 


98] 


(99) 


100) 


101] 


102] 


103] 


104] 


105) 


106) 


107] 


108] 


Wu B Y and Su W Y. The type of convolution operators on Vilenkin groups. J. of 
Nanjing University, 1999, 35(4): 393-400. 

Xu N and Su W Y. On eigenvalues of spherical fractal drums. Science in China 
Ser.A, Eng., 2003, 46(1): 39-47. 

Xu Y and Su W Y. Modification and generalization of fractal percolation. Progress 
in Natural Sci., 1997, 7(2): 148-154. 

Yao K, Su W Y and Zhou S P. On the fractal calculus functions of a fractal function. 
Appl.Math. J.Chinese Univ., Ser.B, 2002, 17(4): 377-381. 

Zheng S J and Liu J M. Representation thoerems on local fields. J. of Nanjing Univ. 
Biquart., 1993, 29(4): 533-540. 

Zheng S J and Liu J M. A Note on Riesz means over the ring of p-adic integers. J. 
of Nanjing Univ. Biquart., 1996, 13(1): 58-63. 

Zheng S J and Zheng W X. Almost everywhere convergence of sequences of multiplier 
operators on local fields. Science in China, 1997, 40(1): 10-21. 

Zheng S J. On Riesz type kernels over local fields. Approx. Theory & its Appl., 1995, 
11(4): 24-34. 

Zheng S J. Riesz type kernels over the ring of integers of a local fields. J.Math. Anal. 
and Appl., 1997, 208: 528-552. 

Zheng W X, Su W Y and Jiang H K. A note for the concept of derivatives on local 
fields. Approx. Theory & its Appl., 1990, 6(3): 48-58. 

Zheng W X, Su W Y and Ren F X. Walsh Analysis (Chinese). Proceedings of the 
Conference on Approvimation Theory, Hangzhou, China 1978: 42-50. 

Zheng W X and Su W Y. The logical derivatives and integrals(Chinese). J. Math. 
Res. & Exposition, 1981, 1: 79-90. 

Zheng W X and Su W Y. The best approximation on Walsh system (Chinese). J. of 
Nanjing University, 1982, 2: 254-262. 

Zheng W X and Su W Y. Walsh analysis and approximation operators (Chinese). 
Advances in Mathematics, 1983, 12(2): 81-93. 

Zheng W X and Su W Y. The logical derivatives and integrals II. J. Math. Res. & 
Exposition, 1987, 2: 217-224. 

Zheng W X and Zheng S J. Remarks on self-similar fractal sets. J. of Nanjing Univ. 
Biquart., 1999, 6(1): 1-7. 

Zheng W X. Generalized Walsh transform and on extreme problem(Chinese). Acta 
Math., Sinica, 1979, 22(3): 362-374. 

Zheng W X. The approximation identity kernels on Walsh system (Chinese). Chin. 
Ann. of Math., A, 1983, 2: 177-184. 

Zheng W X. A class of approximation identity kernels. Approt. Theory & Appl., 
1984, 1(1): 65-76. 


.280 . 


参考 文献 


109] 
(110) 
111 
112] 


113) 


114) 


115] 


[16 


117] 


118] 


119] 


120] 


121 


122] 


123) 


124) 


125 


Zheng W X. A note to Hilbert transforms on local fields. J. of Nanjing Univ. Biquart., 
1984, 2: 124-131. 

Zheng, W.X., Derivatives and approximation theorems on local fields. Rocky Moun- 
tain J. of Math., 1985, 15(4): 803-817. 

Zheng W X. Further on a class of approximation identity operators on local fields. 
Scientia Sinica, Ser.A, 1987, 30(9): 641-653. 

Zheng W X. On a class approximation operators over local fields. Proc. of Construc- 
tive Theory of Functions, Bulgaria, 1988: 498-505. 

Zheng W X. Remarks on the kernel of product type. A Friendly Collection of Mathe- 
matical Papers I, Proc. in Celebration of 70's Birthday of Professor Shu Lizhi, 1990: 
43-46. 

Zheng W X. On p-adic Cantor functions. Lecture Notes in Math., 1990, 1491: 219- 
226. 

Zheng W X. Expansion of self-similar functions. Proc. Asian Math.Confer.’90, 1991: 
564-569. 

Zheng W X. Self-similar functions on local fields. Chin. Ann. Math. A, 1993, 14(1): 
93-98. 

Zheng W X. Approximation operators and self-similarity over p-adic field. J. Math. 
Study, 1994, 27(1): 9-13. 

Zheng W X. On self-similarity of functions. Harmonic Analysis in China, Edited by 
Yang C C et al., Kluwer Academic Publishers, Hong Kong, 1995: 256-265. 

Zheng W X. p-adic analysis and its applications to fractals. Recent Developments 
in Abstract Harmonic Analysis with Applications in Signal Processing. Edited by 
Stankovic R S. et al., Nauka Belgrade, Yugoslavia, 1996: 9:108. 

Zheng W X. On generalized Koch curve. Approz. Theory & its Appl., 1999, 15(4): 
6-14. 

Zhu Y P and Zheng W X. Multiplier in weighted Hardy spaces over locally compact 
Vilenkin groups. Chin. Bull. Science, 1998: 2041-2045. 

Zhu Y P and Zheng W X. Besov spaces and Herz spaces on local fields. Science in 
China, Ser. A, 1998, 41(10): 1051-1060. 

Zhu Y P and Zheng W X. Cesaro summability of two dimensional Walsh-Fourier 
series on the ring of integers in a p-series field. Northeast Math. J., 1998, 14(3): 
317-324. 

Zhu Y P and Zheng W X. Weighted Hardy spaces on homogeneous groups. Approz. 
Theory & its Appl., 1999, 15(2): 15-21. 

Zhu Y P and Zheng W X. Maximal functions and Fourier transforms on local fields. 
J.of Nanjing Univ., 2000, 36(3): 317-322. 


参考 文献 .281 . 


[126] 
[127] 
[128] 
[129] 


[130] 


Zhu Y P and Zheng W X. BMO and singular integers over certain disconnected 
groups. J. Math. Res. & Exposition, 2000, 36(3): 317-322. 

Zhu Y P and Zheng W X. Weighted local Hardy spaces over locally compact Vilenkin 
groups. Acta Math. Scient., 2000, 20(Add.): 614-624. 

Zhou G C and Su W Y. Elementary aspects of Bš (Kn) and Fy (Kn) spaces. Ap- 
proz. Theory & its Appl., 1992, 8(2): 11-28. 

Zhou G C and Su W Y. Local Hardy spacees on local fields. J. Math. Res. & 
Exposition, 1994, 12(2): 245-248. 

Zhou G C. Abel-Poisson type kernels on dyadic fields. Approx. Theory & its Appl., 
1991, 7(4): 68-75. 


B 
逼近 恒 同 核 , 逼近 恒 同 算 子 106 
闭 集 网 “168 
闭 球 网 168 
变换 , 变换 的 像 集 153 
变换 半 群 , 变换 群 156 
变换 集 155 
标准 完整 直 交 系 90, 250 
不 动 点 158 

C 
超 距 不 等 式 5 
超 距 空间 7 
乘积 公式 46, 55 


代数 扩 域 3 
代数 元 2 
单位 分 解 ( 齐 次 、 非 齐 次 ) 113, 114 
等 价 性 定理 。83, 86, 104, 106 
狄 拉克 分 布 5 62 
狄 拉克 分 布 ó 的 Fourier BH 63 
狄 拉克 分 布 ft。 66 
狄 拉 克 分 布 ó, 的 Fourier 变换 66 
第 二 型 Weierstrass 型 函数 209 
典型 平均 核 105 
迭代 160 
迭代 函数 系 159 
迁 代 函数 系 的 拼图 161 
迭代 函数 系 的 吸引 子 160 
多 项 式 变换 154 

E 
二 维 仿 射 变换 , 二 维 相似 变换 154 


引 


反射 变换 155 
反射 算 子 38 
范 数 非 增 性 ”46 
仿 射 变换 154 
非 阿 基 米 德 赋值 , 非 阿 基 米 德 赋值 域 5 
分 布 的 p 型 导数 79 
分 布 的 p 型 积分 79 
分 布 的 Fourier 变换 62 
分 布 的 Fourier WAR 62 
分 布 的 L-P 分 解 114 
分 布 的 Parseval 公式 65 
分 布 的 乘积 64 
分 布 的 反射 ”64 
分 布 的 平移 ”64 
分 布 的 伸缩 ”64 
分 布 的 支 集 66 
分 布 空间 上 的 拟 微分 算 子 76 
分 布 维 数 180 
分 布 与 分 布 的 卷 积 68 
分 布 与 函数 的 卷 积 67 
分 歧 性 、 分 歧 阶 ”22 
分 形 , 分 形 空间 146 
分 形 函数 的 图 ”201 

G 
高 阶 逻辑 导数 85 
固有 方程 19, 83, 86 
固有 函数 83, 86 
HAH 83, 86 
广义 Hausdorff 距离 ”146 
广义 分 形 空间 146 


+ 283 - 


HER 173 
恒 同 变换 156 
Ji n4 156 

J 
基本 函数 , 基本 函数 类 75 
基本 特征 22 
集合 的 < BR 173 
集合 的 膨胀 “147 
集合 的 直径 165 
检验 函数 , 检验 函数 类 40 
检验 函数 类 的 拓扑 结构 42 
阶 1 
解析 变换 155 
紧 2 进 Abel 群 82 
紧 球 网 168 
径 向 逼近 恒 同 核 108 
局 部 常 值 函数 241 
局 部 非 齐 次 Hardy 空间 118 
局 部 紧 群 6 
局 部 紧 域 4 
局 部 齐 次 Hardy 空间 118 
局 部 域 5 
局 部 域 上 的 分 形 空间 146, 191 
距离 空间 中 的 Cauchy 序列 146 
卷 积 算 子 44 

K 
开 集 网 168 
开 球 网 168 
空间 BY°(Kp) 180 
扩 域 2 
扩 域 的 次 数 3 


离散 群 18 

连续 模 102, 105 

两 类 范 数 |laillstzr(kz)),|laillzrds(ke) 113 
邻 域 基 8 


SUF 23 
零 序 列 42 
逻辑 导数 82, 85 
逻辑 积分 85 
逻辑 微分 方程 82 
M 
模 函数 7 
N 
拟 微分 算 子 74, 240 
逆 变 换 153 
凝聚 变换 , 凝聚 集 161 
P 
陪 集 8 
拼图 161 
平移 变换 154 
平移 算 子 38 
Q 
齐 次 B 型 空间 116 
齐 次 下 型 空间 116 
奇异 分 布 62 
奇异 积分 算 子 106 
A n BAR 156 
强 (r,s) MHF 87 
强 p 型 导数 77 
强 p 型 积分 77 
强 逻 辑 导 数 82, 85 
全 不 连通 域 5 
群 1 
群 的 非 零 元 的 阶 1 
R 
38 (1,1) 型 算 子 51,87 


LARM 
伸缩 算 子 38 
示 性 函数 “13 
素 域 3 

算术 平均 95 


.284 . 


引 


T 
特征 , 特征 群 17, 18 
特征 多 项 式 102 
特征 数 2 
填充 维 数 176 
FAR Z/p 2 
FIR Z/p 的 特征 , 特征 群 20 
w 
网 167 
网 的 等 价 性 与 强 等 价 性 167 
无 限 扩 域 3 
x 
PREM 173 
线性 变换 154 
线性 分 式 变换 154 
象征 , 象征 类 72 
像 测 度 215 
序 结构 , 序 关 系 13 
Y 
压缩 映射 , 压缩 因子 157 
有 界 振荡 函数 99 
有 限 代数 扩 域 3 
预 填充 维 数 176 
域 , 有 限 域 1,2 
圆周 群 17 
z 
正 、 逆 逼近 定理 83,139 
正 交 变换 (旋转 变换 ) 155 
正则 分 布 62 
指标 对 42 
总 变 差 99 
REME 102, 105 
其 他 
2 进 von Koch 型 曲线 218 
3 HE von Koch 型 曲线 234 
(c1) 平均 95 
R 的 特征 群 18 
S(Kp)( 检 验 函数 类 ) 40 


S(Kp) 的 分 布 空间 S*(K,) 61 
S(K,) 上 的 分 布 61 

S*(K,) 上 的 Fourier 变换 63 
S*(K,) 上 的 Fourier MH 63 
C(K;), Co(K,), Co(Kp) 35 
k 截断 函数 54 

k 截断 算 子 44 

K, 的 分 数理 想 8 

K, 的 邻 域 基 (基本 邻 域 系 ) 8 
K, 的 生成 元 9 

Kp 的 素 理想 7 

K, 的 特征 群 21 

K, 的 整数 环 7 

Kp 中 的 球 12 

K, 中 的 区 间 与 集合 13 

K, 中 的 序 关系 13 

K; 的 单位 素 群 8 

L 函数 的 Fourier 变换 36 
LL! 函数 的 Fourier WAR 49 
L? 函数 的 Fourier 变换 54 
L? 函数 的 Fourier MAEM 57 
L" 函数 的 Fourier 变换 59 
L'(K,) 35 

m 阶 Lipschitz 类 138 

m 阶 差分 136 

m 阶 连续 模 137 

Mn(E) 171 

nti 165 

n 填充 族 175 

N,(E), Ni(E) 171 

p BHR 5 

p 进 vov Koch 型 曲线 229 

卫 进 数 域 5 

p 型 导数 , 导 算 子 76, 240 

p 型 积分 , 积分 算 子 77, 240 
s 维 Hausdorff 测度 165 

s 维 Hausdorff 网 测度 167 


R Fl +285 - 
s 维 填充 测度 “176 Gibbs 导数 82 

s 维 预 填充 外 测度 “176 Holder 空间 117 

wR 144 Holder 型 空间 118 
Abel-Poisson 核 104, 110 Haar 测度 , Haar 积分 6 

Abel # 1 Haar 可 测 函 数 6 

Besov 空间 117 Hausdorff 距离 146 
Bessel 位 势 空间 117 Hausdorff 维 数 166 

bmo 空间 118 H-L 极 大 算 子 51 

BMO 空间 118 Jackson 核 110 

Borel 测度 的 支 集 179 Jackson-de la-Vallée-Poussin 核 109 


Borel 概率 测度 215 

B 型 空间 115 

Cantor 型 集 14, 146, 169, 174 
Cantor 型 三 分 函数 193 
Cauchy-Poisson 核 107 

de la Vallée-Poussin 核 105, 108, 111 
Dini-Lip 类 144 

Dini 收敛 定理 94 

Dirichlet 核 91, 109 

Fejér 核 96, 107, 108 

Fourier 变换 反 演 公式 ”50 
Fourier 级 数 , Fourier 系数 91 
Fourier 级 数 的 部 分 和 91 
Fourier 维 数 188 

F 型 空间 115 

Galois 域 2 
Gauss-Weierstrass #£ 106, 109 


Lebesgue 型 空间 124 
Lipschitz 类 102, 105, 131 
Mobius 变换 154, 155 
modp 运 算 9 

Parseval 公式 55, 94 
Picard 核 109 

Poisson 型 核 107 
Pontryagin 对 偶 定 理 18 


Riemann-Lebesgue 引 理 46, 93 


Rogosinski 核 110 
Sobolev 型 空间 124 
Walsh AMA 230 
Weierstrass 核 111 
Weierstrass AH 203 
Weyl 猜想 254 
Wiener 覆盖 引 理 51 
Zygmund 类 144 


《现代 数学 基础 丛书 》 已 出 版 书目 
( 按 出 版 时 间 排序 ) 


数理 逻辑 基础 (上 册 ) 1981.1 胡 世 华 、 陆 钟 万 著 
紧 黎 曼 曲面 引 论 19813 MR, BUR EF 
组 合 论 ( 上 册 ) 1981.10 柯 召 、 魏 万 迪 著 

数理 统计 引 论 1981.11 WEM 著 

多 元 统计 分 析 引 论 19826 HK. THR 著 
概率 论 基础 1982.8 FER, ERM. RH 著 
数理 逻辑 基础 (下 册 ) 1982.8 ” 胡 世 华 、 陆 钟 万 著 
群 构造 (上 册 ) 1982.11 张 远 达 著 

有 限 群 构造 (下 册 ) 198212 张 远 达 落 

环 与 代数 19833 WAF F 

测度 论 基础 1983.9 ARM 著 

分 析 概率 论 19844 Hie 著 

巴 拿 赫 空间 引 论 19848 IE 著 

微分 方程 定性 理论 19855 IKEF. TE. Wx. WAR F 
传 里 叶 积 分 算 子 理论 及 其 应 用 1985.9 RA f 
辛 几何 引 论 19863 JAR, AB 著 

概率 论 基础 和 随机 过 程 1986.6 王 寿 仁 著 

算 子 代数 1986.6 李 炳 仁 # 

线性 偏 微分 算 子 引 论 ( 上 册 ) 1986.8 FRA 著 
实用 微分 几何 引 论 1986.11 苏 步 青 等 著 
微分 动力 系统 原理 19872 KAE F 

线性 代数 群 表示 导论 (上 册 ) 19872 WHE F 
模型 论 基础 19878 EGR 著 

递归 论 1987.11 RAR * 

有 限 群 导 引 (上 册 ) 198712 RAE # 

组 合 论 (下 册 ) 198712 A 召 、 魏 万 迪 #* 

拟 共 形 映射 及 其 在 黎 曼 曲面 论 中 的 应 用 1988.1 李 忠 # 
代数 体 函 数 与 常 微分 方程 1988.2 MAR 著 

同调 代数 1988.2 AA 著 


《现代 数学 基础 丛书 》 已 出 版 书目 


+287- 


30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
4 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 


近代 调和 分 析 方 法 及 其 应 用 1988.6 韩 永生 #* 

带 有 时 灌 的 动力 系统 的 稳定 性 ”1989.10 REMF Gee 
代数 拓扑 与 示 性 类 1989.11 DERF RR. BE 
非 线性 发 展 方程 1989.12 PAW. RE 

反应 扩散 方程 引 论 。1990.2 叶 其 孝 等 # 

仿 微 分 算 子 引 论 19902 PRAT Ga 

公理 集合 论 导 引 1991.1 张 锦 文 著 

解析 数论 基础 1991.2 潘 承 洞 等 HF 

拓扑 群 引 论 19913 REH, BAF # 

二 阶 椭圆 型 方程 与 椭圆 型 方程 组 19914 陈 亚 浙 、 吴 兰 成 著 
黎 昌 曲面 19914 AUR. KE 著 

线性 偏 微 分 算 子 引 论 (下 册 ) 19921 FRR #* 

复 变 函数 逼近 论 1992.3 WR 著 

Banach 代数 ”1992.11 李 炳 仁 著 

随机 点 过 程 及 其 应 用 1992.12 MARE FH 
FRAME 1993.4 KERF F 

线性 微分 方程 的 非 线性 扰动 1994.2 REH Dwz # 
广义 哈密 顿 系统 理论 及 其 应 用 ”1994.12 EMR. BE. WER # 
线性 整数 规划 的 数学 基础 1995.2 Eb 著 

单 复 变 函数 论 中 的 几 个 论题 1995.8 EHE 著 

复 解析 动力 系统 1995.10 BUR 著 

AMM 1996.3 MAM 著 

Banach 空间 中 的 非 线性 逼近 理论 1997.5 徐 士 英 、 李 m, AXE 著 
有 限 典 型 群 子 空间 轨道 生成 的 格 1997.6 Me. ETE # 
实 分 析 导 论 。1998.2 丁 传 松 等 # 

对 称 性 分 岔 理 论 基础 1998.3 唐 Z= 著 
Gel'fond-Baker 方法 在 丢 番 图 方程 中 的 应 用 1998.10 KRE # 
半 群 的 S- 系 理论 1999.2 Me 著 

有 限 群 导 引 (下 册 ) 19995 RAEG 著 

随机 模型 的 密度 演化 方法 1999.6 史 定 华 著 

非 线性 偏 微分 复方 程 19996 MEAR 著 

复合 算 子 理论 ”1999.8 RER # 

离散 靳 及 其 应 用 19999 史 及 民 编著 

调和 分 析 及 其 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 1999.10 苗 长 兴 #* 


+ 288+ 《现代 数学 基础 丛书》 已 出 版 书目 


惯性 流 形 与 近似 惯性 流 形 ”2000.1 WEE, RAR * 

数学 规划 导论 20006 RHA 著 

拓扑 空间 中 的 反例 20006 Æ 林 、 杨 富 春 编著 

拓扑 空间 论 2000.7 高 国土 # 

非 经 典 数理 逻辑 与 近似 推理 20009 王国 俊 # 

序 半 群 引 论 20011 谢 祥云 著 

动力 系统 的 定性 与 分 支 理 论 20012 ” 罗 定 军 、 张 ” 祥 、 董 梅 芳 编著 
随机 分 析 学 基础 (第 二 版 ) 20013 黄 志 远 著 

非 线性 动力 系统 分 析 引 论 2001.9 RER., DEN 著 

高 斯 过 程 的 样本 轨道 性 质 2001.11 林 正 炎 、 陆 传 荣 、 张 立新 著 
数组 合 地 图 论 2001.11 WER # 

光滑 映射 的 奇 点 理论 20021 FIR 著 

动力 系统 的 周期 解 与 分 支 理论 20024 韩 茂 安 著 

神经 动力 学 模型 方法 和 应 用 ”2002.4 bit, BNR. KER ”编著 
同调 论 — 代数 拓扑 之 一 “2002.7 wM # 

金 兹 堡 - 朗 道 方程 20028 WARF F 

排队 论 基础 ”2002.10 PIR. FEP 著 

算 子 代数 上 线性 映射 引 论 ”2002.12 RAI, RAE # 

微分 方法 中 的 变 分 方法 ”2003.2 陆 文 端 著 

周期 小 波及 其 应 用 “2003.3 SA. RI, IE F 

集 值 分 析 2003.8 Æ E., RAH 著 

数理 逻辑 引 论 与 归结 原理 20038 ERR # 

强 偏差 定理 与 分 析 方法 20038 x) X 著 

椭圆 与 抛物 型 方程 引 论 2003.9 ” 伍 卓 群 、 尹 景 学 、 王 春 朋 # 
有 限 典 型 群 子 空间 轨道 生成 的 格 (第 二 版 ) 2003.10 万 哲 先 、 霍 元 极 * 
调和 分 析 及 其 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 (第 二 版 ) 2004.3 苗 长 兴 著 
稳定 性 和 单纯 性 理论 2004.6 ROKR F 

发 展 方程 数值 计算 方法 20046 WAW 编著 

传染 病 动力 学 的 数学 建 模 与 研究 ”2004.8” 马 知 恩 、 周 义 仓 、 王 稳 地 、 新 祯 著 
模 李 超 代数 ”2004.9 张 永 正 、 刘 文 德 F 

巴 拿 赫 空间 中 算 子 广义 逆 理 论 及 其 应 用 2005.1 EEX 著 

巴 拿 赫 空间 结构 和 算 子 理想 2005.3 钟 怀 杰 著 
脉冲 微分 系统 引 论 20053 AA, SBR. RITE 著 

代数 学 中 的 Frobenius 结构 2005.7 EHR 3 


《现代 数学 基础 从 书 》 已 出 版 书目 。 、 


= 289+ 


125 
126 


129 
130 


生存 数据 统计 分 析 2005.12 ERE # 

数理 逻辑 引 论 与 归结 原理 (第 二 版 ) 2006.3 ERR # 
数据 包 络 分 析 20063 魏 权 龄 著 

代数 群 引 论 2006.9 BE BGA 赵 春来 著 

矩阵 结合 方案 ”2006.9 EMH ETR RHA # 

椭圆 曲线 公 钥 密码 导 引 ”2006.10 HKK KEA # 
凝固 过 程 动力 学 与 交界 面 稳定 性 引 论 2006.12 REE 著 

椭圆 与 超 椭圆 曲线 公 钥 密码 的 理论 与 实现 ”2006.12 EFE RE— 
非 线 性 演化 方程 的 稳定 性 与 分 歧 2007.4 马 天 ETE # 
正规 族 理 论 及 其 应 用 ”2007.4” 顾 永 兴 ” 庞 学 诚 方 明亮 # 

组 合 网 络 理论 20075 徐 俊明 * 

矩阵 的 半 张 量 积 :理论 与 应 用 20075 BRR FAE # 

W Banach 空间 几何 学 2007.5 刘 培 德 著 

非 线性 常 微分 方程 边 值 问题 2007.6 RM 著 

戴 维 -斯 特 瓦 尔 松 方程 20075 WEE HPE SHR 著 
广义 哈密 顿 系统 理论 及 其 应 用 ”2007.7 FAW RWE WER F 
Adams 谱 序列 和 球面 稳定 同 伦 群 20077 Hast 著 

矩阵 理论 及 其 应 用 20078 WAF 著 

集 值 随机 过 程 引 论 20078 KU Sa RM 高 勇 著 
偏 微分 方程 的 调和 分 析 方法 20081 苗 长 兴 Kk RF 
拓扑 动力 系统 概论 2008.1 叶 向 东 HW X BR F 
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